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0 Einleitung

Im Kurs wird ein fundamentales Grundwissen {iber ein breites Spektrum von Datenstrukturen und Al-
gorithmen, die in der Informatik eine hohe Relevanz haben, erarbeitet. Gelehrt werden die wichtigsten
Sortier- (Quicksort, Mergesort, Heapsort, Radix Sort), Such- (Bindre Suchbdaume, Rot-Schwarz-Baume,
Hashtabellen) und Graphenalgorithmen (Breitensuche, Tiefensuche, Prim, Kruskal Djikstra), mit Imple-
mentierungen in Java. Dazu wird das Abschatzen von Laufzeit, Komplexitat und Speicherbedarf der
Algorithmen behandelt.

0.1 Lernziele

+ Die Studierenden haben Grundkenntnisse liber Datenstrukturen

+ Die Studierenden haben Grundkenntnisse liber Algorithmen zum Suchen und Sortieren

+ Die Studierenden haben Grundkenntnisse liber Algorithmen zur Wegsuche in gerichteten und
ungerichteten Graphen

+ Die Studierenden haben die Fahigkeit die Laufzeit und Komplexitat von Algorithmen zum Suchen
und Sortieren abzuschatzen

+ Die Studierenden haben die Fahigkeit die Laufzeit und Komplexitat von Algorithmen zur Wegsu-
che in gerichteten und ungerichteten Graphen abzuschatzen

+ Die Studierende lernen die Bedeutung dieser Algorithmen innerhalb der Informatik kennen
mit besonderem Bezug auf Anwendungen im Bereich der “unternehmerischen Informatik”. Sie
kdnnen abschatzen fiir welche Geschaftsprobleme die Algorithmen zur Anwendung kommen
konnen.

0.2 Prifung

40% der Note ergibt sich aus den Ubungen.

60% der Note ergibt sich aus der zentralen Priifung.
0.3 Literatur

“Algorithm” by Sedgewick, Roberst (Pearson Education, 2001)

Auch online einlesbar!
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Algorithmen und Datenstrukturen

1 Dynamische Konnektivitat

Gegeben st eine Menge von N Objekten bzw. Nodes, diedurch UF (int N) initialisiert wird. DerUnion
(int a, 1int b)-Befehlverbindet 2 Objekte und der Connected(int a, int b)-Befehlgibt
zuriick, ob es einen Weg gibt, der 2 Objekte verbindet.

Wir nehmen an, dass es sich bei einer Verbindung, um eine Aquivalenzrelation handelt. Das heift, die
Verbindung ist...

« reflexiv (p ist mit p verbunden),
« symmetrisch (wenn p mit ¢ verbunden ist, dann ist ¢ mit p verbunden) und
« transitiv (Wenn p mit ¢ verbunden ist und ¢ mit  verbunden ist, dann ist p mit » verbunden)

Die Verbindung von Nodes kann sich jederzeit verandern. Die Konnektivitat ist also dynamisch.

Abbildung 1: Dynamische Konnektivitat

1.1 Quick-Find

Quick-Find ist ein aktiver Ansatz (eager approach). Die Idee ist ein Array zu bilden, in dem steht, ob ein
Objekt mit einem anderen Objekt verbunden ist.

Leon Muscat 7
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1.1.1 Datenstruktur

Integer Array id [ ] mit Grof3e N. An dem Index i steht, mit welchem Objekt, das Objekt i verbunden
ist.

i 01 2 3 4 5 6 7 8 9
id[ij o 1 9 9 9 6 6 7 8 9

®©@ O
©)

Abbildung 2: Quick-Find Array id []

Ein Objekt kann auch mit sich selber verbunden sein. Danngilti = id[i].
Um festzustellen, ob p und ¢ miteinander verbunden sind, tGberpriift man, ob id[p] = id[q].

Zum Zusammenfiihren von Elementen, die p und ¢ enthalten, miissen alle Elemente, deren -id gleich
id[p] ist,in id[q] @ndern. Das kann bei vielen Elementen sehr aufwendig sein. Und das ist, wie
wir sehen werden, ein kleines Problem, wenn wir eine grofe Anzahl von Objekten haben, weil es eine
Menge Werte gibt, die sich andern kdnnen. Aber trotzdem ist es einfach zu implementieren.

1.1.2 Javalmplementierung

public class QuickFindUF
{
private int[] id;

public QuickFindUF(int N)
£

id = new intIN]; e
for (int i = 0; i < N; i+ S
id[4] = i3
}

public boolean connected(int p, int @) <«——f ar
{ return id[p] == id[ql; }

public void unionCint p, int @)
int pid = id[pl;
int qid = id[ql;
for (int 1 = 0; 1 < id.Tength; i+ | changeall entries with id(p] to id(q]
il . ; — +2 array acces:
if (id[i]1 == pid) id[i] = gid;
}
}

1.1.3 Vorteile

« Sehr schnelle Uberpriifung, ob 2 Objekte verbunden sind (O(1)).

Leon Muscat 8
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1.1.4 Nachteile

« Union ist sehr langsam, da alle Objekte, die zu p zeigen, nun zu g zeigen mussen. Die Union von
N Objekten dauert daher O(N?2).

Insgesamt sind die Anzahl an Array Lese- und Schreibzugriffe also:

Algorithmus Initialisierung  Union Find

Quick Find N N 1

1.2 Quick Union

Quick Union ist eine Alternative zu Quick Find. Der Ansatz ist, die Elemente als Baum zu sortieren.

Aufgabe: Basierend auf id[] die Baume Zeichnen (11_DynamischeKonnektivitat.pdf S. 61)

1.2.1 Datenstruktur

Quick Union verwendet dieselbe Datenstruktur oder Array-ID mit der GroRRe N (siehe Abbildung 3),
hat aber jetzt eine andere Interpretation. Wir stellen uns vor, dass dieses Array eine Reihe von Trees
reprasentiert, die als Forest bezeichnet wird, wie in Abbildung 4 dargestellt. Jeder Eintrag im Array
enthalt also einen Verweis auf seine Eltern im Baum. Zum Beispiel ist der Elternteil von 3 vier, der
Elternteil von 4 ist neun. Der Eintrag von 3iist also vier und der Eintrag von 4 ist neun in dem Array. Jedem
Eintrag in dem Array ist jetzt eine Wurzel zugeordnet, die gegeben ist durch id[id[id[...]]]. Das
ist die Wurzel des Baums.

id[] (R ST S (e S G el ISRl (e

Abbildung 3: Array ID fiir Quick Union

Um zu (berpriifen, ob p und ¢ verbunden sind, schaut man ob sie die selbe Wurzel haben. Siehe
Abbildung 5.

Der Un1ion-Befehl funktioniert, in dem die Wurzeln des Elements p and die Wurzel des Elements ¢
gehangen wird. Siehe Abbildung 6.

Leon Muscat 9
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A

rootof 3is 9

Abbildung 4: Darstellung in Form von Trees

0@ i@
®®O -

root of 3is 9
rootof 5is 6
3 and 5 are not connected

Abbildung 5: Uberpriifung einer Verbindung mit Quick Union

ORO 9 0 @
(8]

Abbildung 6: Quick Unionunion (3, 5)

0 1 2 3 4 5 6 7 8

idD]  [EOU TS W 4 (Fa) (REH B |78 (8 6

I

only one value changes

Abbildung 7: Quick Union Array forunion (3, 5)

Leon Muscat
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1.2.2 Java Implementierung

public class QuickUnionUF
{
private int[] id;

public QuickUnionUF(int N)
{

id = new int[N]; set id of each object to itself
“T (Narray accesses) )

for (int i = 0; i < N; i++) id[i] = i;
}
private int root(int i)
i

while (i != id[i]) i = id[i];

return i;

}

public boolean connected(int p, int q)
{ check if p and q have same root
return root(p) == root(q); “—=T " (depth of p and q array accesses)

13
public void union(int p, int q)
{

int i = root(p);
int j = root(q); S
id[i] = 3;
17
}

change root of p to point to root of q
(depth of p and q array accesses)

1.2.3 Vorteile

Der Un1ion-Befehlist sehr effektiv, da nur ein Wert im Array gedandert werden muss.

1.2.4 Nachteile

Die Baume konnen sehr grol? werden, wodurch die Tiefe sehr grof3 wird. Dadurch dauert es (im worst
case) lange bis die Wurzel gefunden wird.

Der Find-Befehl kann bis zu N Zugriffe auf das Array brauchen, da man den Baum entlang bis zur
Wurzel gehen muss. Das ist besonders kostenintensiv, wenn der Baum sehr tief ist.

Insgesamt braucht Quick Union also mehr Array Lese- und Schreibzugriffe:

Algorithmus Initialisierung Union Find

Quick Find N N 1

Quick Union N N (%) N (worst case)

* : Beinhaltet die Kosten fur die Suche nach Wurzeln.

1.3 Verbesserung von Quick Union

Quick Find und Quick Union wurden eingefiihrt. Beide sind einfach zu implementieren. Aber sie konnen
einfach keine grof3en dynamischen Verbindungsprobleme unterstiitzen. Wie konnen wir es also besser
machen?

Leon Muscat 11
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1.3.1 Gewichtetes Quick Union

Wir modifizieren Quick Union, s.d. keine groRen Baume entstehen kdnnen. Das ist umsetzbar, in dem

immer der kleinere Baum an den gréf3eren Baum gehangen wird. Siehe Abbildung 8. Dafiir schreiben

wir uns in einem 2. Array die Grofie der Baume mit.

quick-union @ @
smaller /
M tree @

smaller larger
| iz
~—— might put the

larger
b larger tree lower

Iree

weighted

always chooses the

®\f"’r better alternative /@
@ ®

o smaller smaller ST
arger sinaller stall arger
g
P tree tree i

Abbildung 8: Gewichtetes Quick Union

Durch diese Anderung bleiben die Bidume flacher, wodurch der Weg zur Wurzel kiirzer ist.

Theorem: Der Abstand eines Elements bis zur Wurzel ist maximal log NV.

Algorithmus Initialisierung  Union Verbunden

Quick Find N N 1
Quick Union N N * N
Weighted QU N lgN* 1gN

*: Beinhaltet die Kosten fiir die Suche nach Wurzeln.

1.3.1.1 Java InderJava-Implementierung muss nur die union-Funktion geandert werden.

public void union(int p, int q) {
int i = root(p);
int j = root(q);

if (i == j) return;

Leon Muscat
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if (sz[1] < sz[j]) {

id[] = J;

sz[j] += sz[i];
} else {

id[j] = 13

sz[i] += sz[]j];

1.3.2 Pfad-Komprimierung

Gleich nach der Berechnung der Wurzel von p wird die id jedes untersuchten Knotens so gesetzt, dass
sie auf diese Wurzel zeigt. Dadurch sind die Baume sehr flach. AufRerdem, sind die zusatzlichen Kosten

der Pfad-Komprimierung konstant.

Beispiel: Nachdem wir die Wurzel von P gefunden haben, kénnen wir genauso gut zuriickgehen und
jeden Knoten auf diesem Pfad auf die Wurzel zeigen lassen (wie in der Abbildung unten zeigt).

-
JONIRG)
& 0 ©®
¢ o
oY
¢ o

root

® ® & o o
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1.3.2.1 Java InderJava-Implementierung muss die root-Funktion modifiziert werden.

Two-pass Implementierung: Flige eine zweite Schleife hinzu, um die id[] von jedem besuchten
Knoten auf die Wurzel zu setzen. Dadurch hat man aber eine zweite Schleife.

One-pass Variante: Lasse jeden anderen Knoten im Pfad auf seinen GroRvater zeigen (und dadurch die

Pfadlange halbieren):
private int root(int i) {
while (i != 4id[i]) {
id[i] = id[id[i]];
i = 4d[1];
}

return i;

1.3.3 Weighted Quick Union with Path Compression (WQUPC)

Theorem: Eine Folge von M Union- und Find-Operationen benétigt O(N + M 1g* N) Zeit.

lg* ist die iterierter Logarithmus. Der gibt an, wie oft die Logarithmusfunktion iteriert werden muss, bis
die resultierende Zahl kleiner als 1 ist. Diese Funktion wachst sehr langsam.

Leon Muscat 14
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N lg*N
1 0
2 1
4 2
16 3
65536 4
2765536 5

Die Funktion wachst so langsam, dass sie praktisch linear ist. Das bedeutet, dass WQUPC auch praktisch

linear ist und ermoglicht es Probleme zu l6sen, die sonst nicht behandelt werden kénnen.

Die folgende Tabelle zeigt die Worst-case Laufzeit fiir M Union-Find Operationen auf einer Menge

von N Elementen.

Algorithmus

quick-find

quick-union

weighted Quick-Union
QU + path compression

weighted QU + path compression

1.4 Anwendungen

Es gibt eine Vielzahl von Anwendungen, wie

« Perkolation

Spiele (Go, Hex)
+ Dynamische Konnektivitat

Least Common Ancestor Algorithmus

Worst-case Zeit

M- N
M- N
N+ M -log N
N+ M -log N
N+ M- 1g"N

Leon Muscat
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1.4.1 Perkolation

Perkolation ist ein Modell fiir viele (physikalische) Systeme, wie eine Monte Carlo Simulation. Man
erstellt ein Gitter mit V x NN Positionen. Jede Position hat die Wahrscheinlichkeit p offen zu sein.
Das System perkoliert, wenn es zwischen Oberseite und Unterseite eine Verbindung durch offene
Positionen gibt. Siehe Abbildung 9.

Um zu Uberpriifen, ob ein System perkoliert, kann das System in ein Dynamisches System iibertragen
werden. Aneinanderliegende offene Positionen bilden eine Verbindung. Das System perkoliert, wenn
die oberste und unterste Reihe verbunden sind (Siehe Abbildung 10). Bei diesem Ansatz muss allerdings
die Konnektivitat mit jeder Position der oberen Reihe mit der unteren Reihe Uberpriift werden. Besser
ist es, eine virtuelle obere und untere Position zu schaffen, die alle oberen bzw. untere Positionen
verbindet. Dann muss nur tberpriift werden, ob eine Verbindung von der virtuelle obere Position zu
der virtuellen unteren Position existiert (Siehe Abbildung 11).

lates does not percolate
percolates - blocked P

site

full

4;01)‘67!

empty site

DPE" —_—

site N
open site connected to top X

o open site connected to top

Abbildung 9: Perkolation mit V. =8
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Abbildung 10: Prufung auf Perkolation mit V=5
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Abbildung 11: Prifung auf Perkolation mit V.= 5 mit virtuellen Positionen
2 Analyse von Algorithmen

2.1 Beobachtung

Um Algorithmen durch Beobachtung zu analysieren, muss zunachst der Algorithmus implementiert
werden. Dann erstellen wir Inputs verschiedener GroRen und messen die Zeit, die der Algorithmus fiir
das Verarbeiten benétigt. Aus den gemessenen Zeiten lasst sich ein Graph zeichnen:

standard plot 5o |

EN
o
|

30

running time T(N)

LN R — T
1K 2K 4K 8K
problem size N

Was wir wissen wollen, ist, was die Steigung des Graphen ist. Daflir erstellen wir einen Log-log Plot,
indem wir den log, von beiden Achsen nehmen (in der Abbildung steht Ig, aber gemeint ist logs):
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log-log plot 5712 straight line
6 TP
12.8 +
6.4

3.2 5

Ig(T(N))

1.6

| p— —
1K 2K 4K 8K
IgN

Jeder Datenpunkt ist gegeben durch aN?. Wir wollen also a und b berechnen. Da wir den log, von
jedem Datenpunkt wahlen, ersetzen wir ¢ = 2¢, da so die Rechnung leichter ist. Jetzt wahlen wir 2
Datenpunkte...

1. N1 = 4000 und T(Nl) = 6.4s
2. Ny = 8000 und T(Ny) = 51.1s

... und setzen dieses in die folgende Gleichung ein:

logy(T'(N1)) = b-logy(N1) + ¢
logs (T (N2)) = b -logy(Na) + ¢

(1)

Dadurch erhalten wir b = 2.997 und ¢ = —33.1855. Dadurch lasst sich die Hypothese erstellen, dass
die Laufzeit ungefahr 1.024 - 10719 - N2-997 Sekunden ist.

Eine Annaherung durch eine solche Berechnung ist sehr leicht zu erstellen, allerdings ist sie ungenau.
Daher gibt es mathematische Modelle zur Berechnung der Laufzeit.

2.2 Mathematische Modelle

Gegeben ist ein Algorithmus, wie

int count = 0
for (int i = 0; i < Nj; i++)
for (int j = i+1; j < Nj; j++)
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if (a[i] + a[j] == 0)
count++;

Als Erstes mussen wir alle Operationen in Abhangigkeit von N notieren. Daraus entsteht folgende

Tabelle:

Operationen Haufigkeit

Variablendeklaration N + 2
Zuweisung N +2

Kleiner als Vergleich (N +1)(N +2)

Ist gleich Vergleich IN(N —1)
Arrayzugriff N(N —1)

Inkrement IN(N —1)bis N(N —1)

Jede Operationen x dauert eine bestimmte Anzahl an Nanosekunden c,. Diese Zeit hangt von dem
Compiler und Rechner ab. Daraus ergibt sich folgende Gleichung fiir die Laufzeit:

T(N) = cqVariablendeklarationen + caZuweisungen + . ...

Es ist aufwendig alle Operationen zu beriicksichtigen, daher nehmen wir Array Zugriffe als Kostenmo-
dell. Das bedeutet, wir berechnen die Laufzeit nur mit Hilfe der Array Zugriffe.

Bei groflen Werten fiir N spielt nur die hochste Potenz eine Rolle, daher streichen wir alle Terme
niedriger Ordnung weg. Diese Notation wird Tilde Notation genannt. Die Tabelle sieht wie folgt aus:

Operationen Haufigkeit

Variablendeklaration N + 2

Zuweisung N +2

Kleiner als Vergleich (N + 1)(N +2)

Ist gleich Vergleich ~ IN(N —1)

Arrayzugriff N(N -1)

Inkrement $N(N — 1) bis N(N — 1)

Tilde Notation

N
N

IN?

IN?

N2

1 N2 bis N2
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Durch das Kostenmodell und die Tilde Notation kommen wir auf die Gleichung

T(N) = cN2.

Zusammenfassend sind mathematische Modelle zur Berechnung der Laufzeit zwar akkurat, aber
gleichzeitig komplex. Mithilfe von Anndherungen lasst sich die Berechnung allerdings vereinfachen.

2.3 Order-of-Growth Klassifikation

Wurde schon in GDI behandelt, daher nur eine Kurzfassung.

Die Laufzeit von jedem Algorithmus wird nach dem hochsten Exponenten klassifiziert (dabei werden
Koeffizienten vernachlassigt). Es gibt folgende Klassen:

1,log N, N, Nlog N, N2 N3 2N

(Ich weiR nicht, warum N3 dazugekommen ist.)

Prinzipiell ist die Tilde Notation zu bevorzugen, da die Big-O-Notation nur eine Obergrenze bietet.

2.4 Abhangigkeit vom Input

Es gibt verschiedene Typen von Laufzeitanalyse, namlich...

+ Best case bzw. Untergrenze der Kosten. Der Best case ergibt sich durch den einfachsten Input.

+ Worst case bzw. Obergrenze der Kosten. Der Worst case ergibt sich durch den schwierigsten
Input.

+ Average case bzw. durchschnittliche erwarteten Kosten. Der Average case gibt die Kosten fiir
einen zufalligen Input an und ermoglicht es Performance vorherzusagen.

2.5 Speicher

Es ist auch moglich, den Speicher als Kostenmodell zu nutzen.

In Java sind die Speicherkosten fiir primitive Typen:

Typ Byte

byte 1
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Typ Byte
char 2
int 4
float 4
long 8
double 8
fiir eindimensionale Arrays:
Typ Byte

char(] 2N +24
int[] 4N +24
double[] 8N +24

und flir zweidimensionale Arrays:

Typ Byte
char[][] ~2MN
int[1[] ~4MN

double[][] ~8MN

AufRerdem hat jedes Objekt einen Overhead von 16 Bytes, Referenzen von 8 Bytes und Padding, um auf
ein Vielfaches von 8 bytes zu kommen.

Es gibt 2 Methoden der Analyse des Speicherverbrauchs: Shallow memory usage und Deep memory
usage. Bei Shallow memory usage zahlen referenzierte Objekte nicht zur Speichernutzung hinzu, aber
bei Deep memory usage schon. In beiden Methoden werden statische Variablen (die Variablen, die nur
einmal pro Klasse existieren) nicht beachtet.

Beispiel:
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16 byte (object overhead)

8 byte (Referenz auf array)
8 byte (Referenz auf array)
4 byte (int)

4 byte (padding)

ari) = 15 4N + 24 byte (int[] array,
s2[i] = 1; 4N + 24 byte (int[] array

8N + 88 byte

3 Datenstrukturen

Eine Datenstruktur ist eine logische Anordnung von Daten mit Zugriffs- und Verwaltungsmaoglichkeiten
der reprasentierten Informationen liber Operationen. Eine Datenstruktur besitzt:

+ Implementierung: Code, der die Operationen implementiert
« Interface: Beschreibung von Datentypen und Basisoperationen
+ Client: Programm, das Operationen verwendet, die im Interface definiert sind

3.1 Stack

Basiert auf dem LIFO (Last In First Out) Prinzip.

Jeder Stack hat einen Stack-Pointer, der auf das hochste Element zeigt (wird aber nicht in der Vorlesung
behandelt).

Das Interface ist simpel:

push (): Legt ein neues Element oben auf den Stack pop () : Nimmt das oberste Element vom Stack
size():Anzahlan Elementen im Stack

Normalerweise wird durch pop das oberste Element nicht nur ausgegeben, sondern auch entfernt. Ist
dies nicht der Fall, dann spricht man von Loitering.

3.1.1 Implementierung

Wir schauen uns 3 Implementierungen an: Verkettete Listen und Arrays und dynamische Arrays.

3.1.1.1 Verkettete Listen Bei verketteten Listen ist das letzte Element (also das, welches ein null
Pointer hat), das hochste Element des Stacks. Der Anfang der verketteten Liste ist also der Rumpf des
Stacks. Jede Operation braucht im Worst-Case eine konstante Zeit und verbraucht fiir NV Knoten (mit
String Datentyp) 40NV Bytes (16 Objekt Overhead, 8 Bytes innere Klasse Overhead, 8 Bytes Referenz
auf String, 8 Bytes Referenz auf Knoten).
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3.1.1.2 Arrays Beieinem Array s[N] kann es maximal N Elemente im Stack geben. Ist der Stack
leer und man versucht ein weiteres Element zu nehmen, dann wird ein Underflow Fehler geworfen.
Ist der Stack voll und man versucht ein weiteres Element hinzuzufiigen, dann entsteht ein Overflow
Fehler. Ein Array als Stack ermoglicht das Einfligen von null Elementen

3.1.1.3 DynamischeArrays Dynamische Arrays funktionieren, in dem das Array kopiert wird, sobald
push oder pop aufgerufen wird. Das ist aber sehr teuer und fiihrt zu N2 Arrayzugriffen fiir das Einfiigen
der ersten N Elemente.

Es gibt aber auch eine effiziente Losung. Die Grof3e des Arrays wird verdoppelt, wenn das Array voll ist
und das Array wird halbiert, wenn das Array ein Viertel voll ist. Das Array ist also immer zwischen 25%
und 100% voll. Die Laufzeit ist also im Best-Case fiir push und pop 1, im Worst-Case N und amortisiert
(= Durchschnittliche Laufzeit pro Operation flir eine Worst-Case Sequenz an Operationen) auch 1. Dabei
wird zwischen 8 N und 32N Speicher verbraucht.

3.2 Queue

Eine Warteschlange, die nach dem FIFO (First In First Out) Prinzip funktioniert.
Das Interface ist wieder simpel:
« enqueue (): Fligt ein neues Element am Ende der Queue hinzu

« dequeue (): Nimmt das erste Element aus der Queue
+ size():Gibt die Lange der Queue zuriick

3.2.1 Implementierung

Ahnlich wie bei dem Stack kann eine Queue durch verkettete Listen, Arrays und dynamische Arrays
implementiert werden.

3.2.1.1 Verkettete Listen Hierbei ist wichtig zu beachten, dass das erste Element der Liste, das
vorderste Element der Queue ist. Durch dequeue wird also das letzte Element ausgegeben und
geldscht (dadurch geht der Pointer zum nachsten Element verloren » nachstes Element wird erstes
Element). Bei enqueue wird ein neues Element am Ende der Liste hinzugefiigt.

3.3 Priority Queues

Priority Queues sind abstrakte Datenstrukturen, die Elemente basierend auf ihrer Prioritat speichern
und verwalten. Sie unterstiitzen das Einfligen von Elementen und das Entfernen des Elements mit
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der hochsten (oder niedrigsten) Prioritat. Eine haufige Implementierung von Priority Queues ist die
Max-PQ, die das Element mit der hochsten Prioritat verwaltet.

3.3.1 API

public class MaxPQ<Key extends Comparable<Key>>

{
public MaxPQ();
public void insert(Key v);
public Key delMax();
public boolean +isEmpty();
}

3.3.2 Implementierungen

Es gibt verschiedene Implementierungen von Priority Queues:

1. Unsortierte Arrays oder Listen: In dieser Implementierung wird das Element mit der hochsten
Prioritat durch Scannen der gesamten Datenstruktur gefunden. Das Einfligen hat eine Laufzeit
von O(1), wahrend das Entfernen des maximalen Elements eine Laufzeit von O(n) hat.

2. Sortierte Arrays oder Listen: Hier werden die Elemente in sortierter Reihenfolge gehalten. Das
Einfliigen hat eine Laufzeit von O(n), da im schlimmsten Fall alle Elemente verschoben werden
mussen, um Platz fiir das neue Element zu schaffen. Das Entfernen des maximalen Elements hat
eine Laufzeit von O(1).

3. Binare Heaps: Eine effizientere Implementierung sind binare Heaps, insbesondere binare Max-
Heaps. Sie bieten eine Laufzeit von O(logn) fiir das Einfligen und Entfernen von Elementen.
Bindre Heaps sind vollstédndige bindre Baume, die die Heap-Eigenschaft erfiillen (jeder Knoten
hat einen hoheren oder gleichen Wert als seine Kinder).

3.3.3 Andwendungen

Priority Queues sind in vielen Anwendungen und Algorithmen nutzlich, wie z.B. bei der Verwaltung
von Ereignissen in einer Simulation, bei der Suche nach den k nachstgelegenen Punkten, bei
der Implementierung von Dijkstra’s Algorithmus oder bei der Implementierung des Huffman-
Codierungsalgorithmus.
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3.3.4 Eigenschaften

« Dynamische GroBe: Einige Implementierungen, wie z.B. Heaps, benétigen eine dynamische
Grole, um effizient zu sein. In solchen Fallen kann die GroRe des zugrunde liegenden Arrays bei
Bedarf vergroRRert oder verkleinert werden.

« Stabilitat: Im Allgemeinen sind Priority Queues nicht stabil. Das bedeutet, dass die Reihenfolge
von Elementen mit gleicher Prioritat nicht gleich bleibt.

3.4 Generics

Java Generics ist eine leistungsstarke Funktion, die in Java 5 eingefiihrt wurde und die Verwendung
von Typ-Parametern in Klassen, Schnittstellen und Methoden ermdglicht, wodurch Typsicherheit und
Wiederverwendbarkeit von Code gewahrleistet werden.

3.4.1 Konzepte

« Typ-Parameter: <T> ist ein Platzhalter fiir den tatsachlichen Typ, der bei der Erstellung einer
Instanz angegeben wird.

Generische Klassen: Klassen, die einen oder mehrere Typparameter akzeptieren, z.B. class
MyClass<T> { }.

Generische Schnittstellen: Schnittstellen, die einen oder mehrere Typparameter akzeptieren, z.
B.Interface MyInterface<T> { }.

Generische Methoden: Methoden, die einen oder mehrere Typparameter akzeptieren, z.B.
public <T> void myMethod(T t){ }.

3.4.2 Vorteile

1. Typensicherheit: Generische Methoden erzwingen eine Typiiberpriifung wahrend der Kompilie-
rung und verhindern typbezogene Laufzeitfehler.

2. Wiederverwendbarkeit von Code: Generische Klassen und Methoden konnen fiir verschiedene
Typen wiederverwendet werden, wodurch Code-Duplizierung vermieden wird.

3. Lesbarer Code: Generische Klassen verbessern die Lesbarkeit von Code, indem sie Typinforma-
tionen explizit machen.

3.4.3 Beispiel
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// Generic class
public class Box<T> {
private T content;

public void setContent(T content) {
this.content = content;

}

public T getContent() {
return content;

}
}

// Usage

Box<String> stringBox = new Box<>();
stringBox.setContent("Hello, Generics!");
String content = stringBox.getContent();

3.5 Iterables

Java Iterables sind ein Kernbestandteil des Java Collections Framework und bieten eine Schnittstelle
zum sequenziellen Durchlaufen von Sammlungselementen. Iterab'le ist eine Schnittstelle, die von
verschiedenen Sammlungsklassen wie ArraylList, HashSet und LinkedList implementiert
wird.

3.5.1 Schliisselkonzepte

+ Iterable Interface: Eine Basisschnittstelle mit einer einzigen abstrakten Methode, i terator (),
die ein Iterator<T>-Objekt zuriickgibt.

+ Iterator Interface: Stellt Methoden zum Durchlaufen einer Sammlung bereit, wie hasNext ()
und next ().

3.5.2 Anwendung bei Arrays

Obwohl Arrays das T terable-Interface nicht direkt implementieren, konnen sie durch Verwendung
von Arrays.asList() einfachin List-Objekte konvertiert werden, die iterierbar sind.

3.5.3 Anwendung bei Bags

Bags sind wie Arrays, allerdings ist die Reihenfolge der Elemente egal. Das Iterable Interface bietet
genau die Funktionen, die fiir Bags gebraucht werden.
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3.5.4 Beispiel

import java.util.ArraylList;
import java.util.Arrays;
import java.util.Iterator;
import java.util.List;

public class IterablesBeispiel {
public static void main(String[] args) {
// Erstelle ein Array und konvertiere es in eine Iterable-Liste
Integer[] zahlenArray = {1, 2, 3, 4, 5};
List<Integer> zahlenlListe = Arrays.aslList(zahlenArray);

// Iteriere Uber die Liste mit einem Iterator
Iterator<Integer> iterator = zahlenListe.iterator();
while (iterator.hasNext()) {
Integer zahl = +dterator.next();
System.out.println(zahl);
+

// Iteriere Uber die Liste mit einer for-each Schleife (
Syntaktischer Zucker fir Iterator)

for (Integer zahl : zahlenListe) {
System.out.println(zahl);

+

In diesem Beispiel wird ein Array von Ganzzahlen in ein L1 st-Objekt konvertiert, das das Iterab'le
-Interface implementiert. Die Elemente der Liste werden dann mit einem Iterator und einer for-
each-Schleife durchlaufen.

3.6 Baume

Baume sind eine wichtige Datenstruktur in der Informatik, die hierarchische Beziehungen zwischen
Elementen darstellen. Sie bestehen aus Knoten, die liber Kanten miteinander verbunden sind. In der
Regel hat jeder Knoten einen Elternknoten und mehrere Kindknoten. Die Knoten ohne Kindknoten
werden als Blatter bezeichnet, wahrend der Knoten ohne Elternknoten die Wurzel des Baums ist. Es
gibt verschiedene Typen von Baumen, die fiir unterschiedliche Anwendungsfalle optimiert sind, wie
z.B. binare Baume und 2-3 Baume.
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3.6.1 Binadre Baume

Ein bindrer Baum ist ein Baum, bei dem jeder Knoten hochstens zwei Kindknoten haben kann: einen
linken und einen rechten Kindknoten.

3.6.2 Selbstbalancierende bindre Suchbaume

Selbstbalancierende binare Suchbdume sind binare Suchbaume, die bei Einfligen oder Loschen von
Elementen automatisch ihre Struktur anpassen, um die Hohe des Baums minimal zu halten. Zu den be-
kanntesten selbstbalancierenden binaren Suchbaumen gehoren AVL-Baume und Rot-Schwarz-Baume.
Diese Baume garantieren eine Laufzeit von O(log n) fiir Suche, Einfligen und Loschen.

3.7 Heaps

Heaps sind eine Art von abstrakten Datenstrukturen, die haufig zur Implementierung von Priority
Queues verwendet werden. Sie sind bindre Baume, die die Heap-Eigenschaft erfiillen, bei der die
Prioritat eines Knotens groRer (oder kleiner) ist als die Prioritat seiner Kinder. Bindre Heaps kdnnen als
Max-Heaps (Elemente mit der hochsten Prioritat an der Wurzel) oder Min-Heaps (Elemente mit der
niedrigsten Prioritat an der Wurzel) implementiert werden.

3.7.1 Binare Heaps

Binare Heaps sind eine Art von Heap, bei denen jeder Knoten hochstens zwei Kinder hat. Sie sind
vollstandige bindre Baume, was bedeutet, dass alle Ebenen bis auf die letzte vollstandig gefiillt sind
und die letzte Ebene von links nach rechts gefiillt ist. Binare Heaps konnen effizientin Arrays gespeichert
werden, wobei der Elternknoten eines Knotens an Index i bei Index L%J liegt und die beiden Kinder bei
den Indizes 2i und 2i + 1.

3.7.2 Einfiigen und Entfernen von Elementen

+ Einfiigen: Um ein Element in einen Heap einzufiigen, wird es zunachst an die nachste freie
Position am Ende des Heaps (Array) hinzugefiigt. AnschlieRend wird das Element nach oben
verschoben (swim), indem es wiederholt mit seinem Elternknoten vertauscht wird, bis die Heap-
Eigenschaft erfiillt ist.

+ Entfernen: Um das Element mit der hochsten (oder niedrigsten) Prioritat zu entfernen, wird die
Wurzel des Heaps entfernt und das letzte Element des Heaps an die Wurzelposition verschoben.
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Dann wird das Element nach unten verschoben (sink), indem es wiederholt mit dem Kind mit
der hoheren Prioritat vertauscht wird, bis die Heap-Eigenschaft erfiillt ist.

3.7.3 Order-of-Growth Laufzeit

Die wichtigsten Operationen in Heaps, Einfligen und Entfernen, haben eine Laufzeit von O(logn),
wobei n die Anzahl der Elemente im Heap ist. Dies liegt daran, dass die Hohe des bindren Heaps log n
betragt und die Operationen swim und sink maximal die Hohe des Baumes betragen.

3.7.4 Immutability von Keys

In Heaps sollten die Schliissel (Keys) unveranderlich sein, d.h. ihr Wert sollte sich nach dem Einfligen
in den Heap nicht andern. Andernfalls kann die Heap-Eigenschaft verletzt werden, was zu inkorrektem
Verhalten fiihren kann. Wenn ein Key gedndert werden muss, sollte das Element entfernt, der Key
aktualisiert und das Element erneut eingefligt werden.

3.7.5 Underflow und Overflow

+ Underflow: Ein Heap-Underflow tritt auf, wenn versucht wird, ein Element aus einem leeren
Heap zu entfernen. Dies sollte in der Implementierung entsprechend behandelt werden, z.B.
durch das Werfen einer Ausnahme oder das Zuriickgeben eines Nullwertes.

+ Overflow: Ein Heap-Overflow tritt auf, wenn der zugrunde liegende Array oder die Datenstruktur
keine weiteren Elemente aufnehmen kann. In diesem Fall sollte die Grof3e des Arrays dynamisch
angepasst werden, indem es vergroflert wird, um zusatzlichen Platz fiir neue Elemente bereit-
zustellen. Bei Verwendung eines dynamischen Arrays, wie zum Beispiel einer ArrayList in Java,
wird dies automatisch gehandhabt.

Insgesamt sind Heaps eine wichtige Datenstruktur, die in vielen Anwendungen und Algorithmen ver-
wendet wird, um Elemente basierend auf ihren Prioritaten effizient zu verwalten. Bindre Heaps bieten
eine gute Balance zwischen Einfachheit, Speicherplatz- und Laufzeiteffizienz und sind die am haufigsten
verwendete Heap-Implementierung.
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4 Sortieralgorithmen

4.1 Insertion Sort

Insertion Sort ist ein einfacher Sortieralgorithmus, der auf der Idee basiert, die Elemente der Liste nach-
einander an der richtigen Position in einer bereits sortierten Teilsequenz einzufiigen. Der Algorithmus
ist fiir kleine Datensatze oder fiir teilweise sortierte Datensatze geeignet.

4.1.1 Algorithmus

1. Beginne beim ersten Element der Liste.

2. Vergleiche das aktuelle Element mit den bereits sortierten Elementen in der Liste.

3. Finde die richtige Position fiir das aktuelle Element in der sortierten Teilsequenz und flige es
dort ein.

4. Fortfahren mit dem nachsten Element und wiederholen, bis alle Elemente sortiert sind.

4.1.2 Javalmplementierung

public class Insertion {
public static void sort(Comparable[] a)

{
int N = a.length;
for (int i = 0; i < Nj; i++)
for (int j = 4; j > 0; j—-)
if (less(al[jl, alj-11))
exch(a, j, j-1);
else break;
}

4.1.3 Laufzeitanalyse

+ Best-Case: Der Best-Case tritt auf, wenn die Eingabedaten bereits vollstandig sortiert sind. In
diesem Fall muss der Algorithmus nur einmal durch die Liste gehen und jedes Element mit
seinem Vorganger vergleichen, ohne Elemente zu verschieben. Die Best-Case-Laufzeit ist daher
linear und betragt O(n), wobei n die Anzahl der Elemente in der Liste ist.

+ Average-Case: Im Durchschnitt wird angenommen, dass die Eingabedaten keine besondere
Ordnung aufweisen und gleichmaRig verteilt sind. In diesem Fall muss der Algorithmus etwa die
Halfte der bereits sortierten Elemente durchlaufen, um die korrekte Position fiir das aktuelle
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Element zu finden. Daher fiihrt der Algorithmus etwa n /2 Vergleiche und Verschiebungen fiir
jedes Element durch. Die Average-Case-Laufzeit betragt demnach O(n?).

+ Worst-Case: Der Worst-Case tritt auf, wenn die Eingabedaten in umgekehrter Reihenfolge sortiert
sind. Der Algorithmus muss in diesem Fall jedes Element mit allen bereits sortierten Elementen
vergleichen und verschieben, was zu einer quadratischen Anzahl von Vergleichen und Verschie-
bungen fiihrt. Die Worst-Case-Laufzeit betragt daher O(n?).

Da Insertion Sort bei groBen Datensatzen oder bei ungeordneten Daten ineffizient ist, sollte man in
solchen Fallen auf effizientere Sortieralgorithmen wie Merge Sort, Quick Sort oder Heap Sort zuriick-
greifen.

4.1.4 Eigenschaften

« Stabilitat: Insertion Sort ist ein stabiler Sortieralgorithmus, da gleichwertige Elemente ihre
relative Reihenfolge beibehalten.

« In-Place: Der Algorithmus ist in-place, da er keine zusatzlichen Datenstrukturen benétigt und
die Sortierung innerhalb der gegebenen Liste durchfiihrt.

+ Online: Insertion Sort kann als Online-Algorithmus verwendet werden, da er in der Lage ist,
neue Elemente wahrend der Sortierung zu akzeptieren und zu verarbeiten.

4.2 Selection Sort

Selection Sort ist ein einfacher Sortieralgorithmus, der auf der Idee basiert, das kleinste (oder groRte)
Element der Liste zu finden und es an den richtigen Positionen zu platzieren. Der Algorithmus ist fiir
kleine Datensatze geeignet, aber weniger effizient fiir gréRere oder teilweise sortierte Datensatze.

4.2.1 Algorithmus

1. Beginne beim ersten Element der Liste.

2. Suche das kleinste Element in der verbleibenden unsortierten Liste.

3. Tausche das kleinste Element mit dem Element an der aktuellen Position.

4, Fortfahren mit dem nachsten Element und wiederholen, bis alle Elemente sortiert sind.

4.2.2 Java lmplementierung

public class Selection {
public static void sort(Comparable[] a)
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{
int N = a.length;
for (int i = 0; i < Nj; i++)
{
int min = 1;
for (int j = i+1; j < Nj; j++)
if (less(al[j]l, a[min]))
min = j;
exch(a, i, min);
+
}

4.2.3 Laufzeitanalyse

+ Best-Case: Der Best-Case tritt auf, wenn die Eingabedaten bereits vollstandig sortiert sind. In
diesem Fall muss der Algorithmus dennoch die gesamte Liste durchlaufen und die kleinsten
Elemente suchen, da er die Sortierung nicht erkennen kann. Die Best-Case-Laufzeit betragt daher
O(n?), wobei n die Anzahl der Elemente in der Liste ist.

+ Average-Case: Im Durchschnitt wird angenommen, dass die Eingabedaten keine besondere
Ordnung aufweisen und gleichmaRig verteilt sind. In diesem Fall muss der Algorithmus weiterhin
die gesamte Liste durchlaufen und die kleinsten Elemente suchen. Die Average-Case-Laufzeit
betragt demnach O(n?).

« Worst-Case: Der Worst-Case tritt auf, wenn die Eingabedaten in umgekehrter Reihenfolge sortiert
sind. Der Algorithmus muss in diesem Fall ebenfalls die gesamte Liste durchlaufen und die
kleinsten Elemente suchen. Die Worst-Case-Laufzeit betrdgt daher O(n?).

Da Selection Sort bei grol3en Datensatzen oder bei ungeordneten Daten ineffizient ist, sollte manin
solchen Fallen auf effizientere Sortieralgorithmen wie Merge Sort, Quick Sort oder Heap Sort zuriick-
greifen.

4.2.4 Eigenschaften

« Stabilitat: Selection Sort ist im Allgemeinen kein stabiler Sortieralgorithmus, da gleichwertige
Elemente ihre relative Reihenfolge nicht unbedingt beibehalten. Eine stabile Variante des Se-
lection Sort kann jedoch implementiert werden, indem anstelle des Tauschens die Elemente
verschoben werden.

+ In-Place: Der Algorithmus ist in-place, da er keine zusatzlichen Datenstrukturen benétigt und
die Sortierung innerhalb der gegebenen Liste durchfiihrt.
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« Online: Selection Sort ist kein Online-Algorithmus, da er nicht in der Lage ist, neue Elemente
wahrend der Sortierung zu akzeptieren und zu verarbeiten.

4.3 Shell Sort

Shell Sortist einin-place Sortieralgorithmus, der auf dem Insertion Sort-Algorithmus basiert und dessen
Effizienz durch die Einfiihrung von sogenannten “Spaltungen” verbessert wird. Shell Sort ist besonders
effektiv bei mittelgroflen Datensatzen und zeigt eine bessere Leistung als einfache Sortieralgorithmen
wie Insertion Sort oder Selection Sort.

4.3.1 Algorithmus

1. Wahle eine Spaltungssequenz (z. B. die Sequenz von Sedgewick oder die Sequenz von Pratt).

2. Sortiere die Elemente innerhalb jeder Spalte mit Insertion Sort oder einer Variation davon.

3. Reduziere die SpaltungsgréRe und wiederhole Schritt 2, bis die SpaltungsgroRe auf 1 reduziert
ist und die Liste vollstandig sortiert ist.

4.3.2 Java Implementierung

public class Shell {
public static void sort(Comparable[] a)

{
int N = a.length;
int h = 1;
while (h < N/3) h = 3%xh + 1;
while (h >= 1)
{
for (int i = h; i < N; i++)
{
for (int j = i; j >= h && less(a[j]l, alj-hl); j -= h)
eXCh(a; I j_h);
}
h = h/3;
}
X
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4.3.3 Laufzeitanalyse

Die Laufzeit von Shell Sort hangt stark von der gewahlten Spaltungssequenz ab. Im Allgemeinen ist
die Laufzeit jedoch besser als die von einfachen Sortieralgorithmen wie Insertion Sort oder Selection
Sort.

+ Best-Case: Der Best-Case tritt auf, wenn die Eingabedaten bereits vollstandig sortiert sind. Die
Best-Case-Laufzet ist O(n logn).

+ Average-Case: Im Durchschnitt wird angenommen, dass die Eingabedaten keine besondere
Ordnung aufweisen und gleichmaRig verteilt sind. Die Average-Case-Laufzeit hangt von der
Spaltungssequenz ab. Generell ist die Average-Case-Laufzeit O(n logn). Fiir eine Spaltungsse-
quenzvon 3x + 1 ist die Average-Case-Laufzeit O(n!~). Insgesamt ist die Laufziet besser als die
quadratische Laufzeit von Insertion Sort oder Selection Sort.

+ Worst-Case: Der Worst-Case tritt auf, wenn die Eingabedaten in umgekehrter Reihenfolge sortiert
sind. Die Worst-Case-Laufzeit kann im schlimmsten Fall O(n?) erreichen.

Shell Sort ist fiir mittelgroRe Datensatze geeignet, bei grofien Datensatzen oder bei ungeordneten
Daten sollte man jedoch auf effizientere Sortieralgorithmen wie Merge Sort, Quick Sort oder Heap Sort
zurlickgreifen.

Besonders gut ist Shell Sort, wenn die Liste bereits teilweise sortiert ist und die falsch sortierten
Elemente weit von ihrer eigentlich Position entfernt sind.

4.3.4 Eigenschaften

« Stabilitat: Shell Sort ist im Allgemeinen kein stabiler Sortieralgorithmus, da gleichwertige Ele-
mente ihre relative Reihenfolge nicht unbedingt beibehalten. Eine stabile Variante des Shell Sort
kann jedoch implementiert werden, indem anstelle des Tauschens die Elemente verschoben
werden und besondere Sorgfalt auf die Spaltungssequenz gelegt wird.

+ In-Place: Der Algorithmus ist in-place, da er keine zusatzlichen Datenstrukturen benétigt und
die Sortierung innerhalb der gegebenen Liste durchfiihrt.

+ Adaptiv: Shell Sort kann als adaptiver Algorithmus betrachtet werden, da seine Leistung von
der anfanglichen Ordnung der Eingabedaten abhangt. Wenn die Eingabedaten teilweise sortiert
sind, kann der Algorithmus schneller sortieren.

+ Spaltungssequenzen: Die Wahl der Spaltungssequenz hat einen groRen Einfluss auf die Leistung
des Algorithmus. Einige bekannte Sequenzen sind die Sequenz von Shell (mit einer Spaltungs-
grofle von n/2, n/4, n/8 usw.), die Sequenz von Sedgewick (mit einer SpaltungsgroRe von
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4% 4+ 3% 28=1 4 1) und die Sequenz von Pratt (mit einer SpaltungsgroRe von 27 x 37). Eine optimale
Spaltungssequenz ist noch nicht bekannt (oder noch nicht bewiesen).

4.4 Merge Sort

Merge Sort ist ein leistungsfahiger und stabiler Sortieralgorithmus, der auf dem Prinzip des “Teilen und
Herrschen” basiert. Er teilt die Eingabeliste wiederholt in zwei Halften, sortiert diese rekursiv und fiihrt
sie dann wieder zusammen. Merge Sort eignet sich gut fiir grol3e Datensatze und zeigt eine bessere
Leistung als einfache Sortieralgorithmen wie Insertion Sort oder Selection Sort.

4.4.1 Algorithmus

1. Teile die Liste in zwei gleich groRe Halften.

2. Sortiere beide Halften rekursiv mit Merge Sort.

3. Fiihre die sortierten Halften wieder zusammen, indem du die Elemente in der richtigen Reihen-
folge auswahlst.

Eine Variante von Merge Sort ist Bottom-up Merge Sort.

1. Beginne mit Teilsequenzen der GrofRe 1.

2. Fuhre jeweils zwei benachbarte Teilsequenzen der aktuellen Gr6Re zusammen.

3. Verdopple die Grol3e der Teilsequenzen und wiederhole Schritt 2, bis die gesamte Liste sortiert
ist.

Dadurch ist keine Rekursion notig. An der Laufzeit andert sich aber nichts.

4.4.2 Javalmplementierung

public class MergeSort {
private static void sort(Comparable[] a, Comparable[] aux, int lo,
int hi)
{

if (hi <= 1lo) return;

int mid = 1o + (hi - lo) / 2;
sort (a, aux, lo, mid);

sort (a, aux, mid+l, hi);
merge(a, aux, lo, mid, hi);

}

public static void sort(Comparable[] a)

{
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aux = new Comparable[a.length];
sort(a, aux, 0, a.length - 1);
}

private static void merge(Comparable[] a, Comparable[] aux, int 1o,
int mid, int hi)

{
assert isSorted(a, lo, mid); // precondition: a[lo..mid] sorted
assert isSorted(a, mid+1l, hi); // precondition: a[mid+1l..hi]
sorted
for (int k = lo; k <= hi; k++)
aux[k] = a[k];
int i = lo, j = mid+1;
for (int k = lo; k <= hi; k++)
{
if (i > mid) a[k] = aux[j++];
else if (j > hi) a[k] = aux[i++];
else if (less(aux[j], aux[i])) alk] = aux[j++];
else al[k] = aux[i++];
}
assert isSorted(a, lo, hi); // postcondition: a[lo..hi] sorted
}

4.4.3 Laufzeitanalyse

+ Best-Case: Der Best-Case tritt auf, wenn die Eingabedaten bereits vollstandig sortiert sind. In die-
sem Fall teilt der Algorithmus die Liste weiterhin in Halften und fiihrt sie wieder zusammen, wobei
die bereits sortierte Reihenfolge beibehalten wird. Die Best-Case-Laufzeit betragt O(n logn),
wobei n die Anzahl der Elemente in der Liste ist.

+ Average-Case: Im Durchschnitt wird angenommen, dass die Eingabedaten keine besondere
Ordnung aufweisen und gleichmaRig verteilt sind. Die Average-Case-Laufzeit betragt ebenfalls
O(nlogn), was besser ist als die quadratische Laufzeit von Insertion Sort oder Selection Sort.

« Worst-Case: Der Worst-Case tritt auf, wenn die Eingabedaten in umgekehrter Reihenfolge sortiert
sind. Der Algorithmus teilt die Liste weiterhin in Halften und flihrt sie wieder zusammen, wobei
die umgekehrte Reihenfolge in die korrekte Reihenfolge gedandert wird. Die Worst-Case-Laufzeit

betragt O(nlogn).

Die kleinstmogliche Anzahl an Vergleichen fiir jeden Sortieralgorithmus ist Ig(N!) = O(N lg N). Merge
Sort hat genau diese Anzahl an Vergleichen und ist daher optimal. Allerdings ist der Algorithmus nicht
optimal in Bezug auf Speichernutzung, da er nicht in-place ist.
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Aufgrund seiner effizienten Laufzeit ist Merge Sort fiir grof3e Datensatze geeignet und eine gute Wahl,
wenn Stabilitat erforderlich ist.

4.4.4 Eigenschaften

« Stabilitat: Merge Sort ist ein stabiler Sortieralgorithmus, da gleichwertige Elemente ihre relative
Reihenfolge beibehalten. Dies liegt daran, dass bei der Zusammenfiihrung der Teilsequenzen
das linke Element gewahlt wird, wenn zwei Elemente gleich sind, wodurch ihre urspriingliche
Reihenfolge erhalten bleibt.

+ In-Place: Merge Sort ist im Allgemeinen nicht in-place, da zusatzlicher Speicherplatz benétigt
wird, um die Teilsequenzen wahrend der Zusammenfiihrung zu speichern. Es gibt jedoch in-place
Varianten von Merge Sort, die jedoch in der Regel komplexer und weniger effizient sind.

+ Parallelisierbar: Merge Sort kann parallelisiert werden, da die Teilsequenzen unabhangig von-
einander sortiert werden kdnnen. Dies kann zu einer weiteren Verbesserung der Leistung fiihren,
insbesondere bei grolen Datensatzen und auf Systemen mit mehreren Prozessorkernen.

Insgesamt ist Merge Sort eine gute Wahl fiir grofRe Datensatze und Anwendungsfalle, in denen Stabilitat
erforderlichist. Wenn jedoch zusatzlicher Speicherplatz ein Problem darstellt, konnen andere effiziente
Sortieralgorithmen wie Quick Sort oder Heap Sort in Betracht gezogen werden.

4.5 Quick Sort

Quick Sort ist ein effizienter und in-place Sortieralgorithmus, der auf dem Prinzip des “Teilen und
Herrschen” basiert. Der Algorithmus wahlt ein Element, das sogenannte Pivot, aus der Liste aus und
organisiert die Liste so, dass alle Elemente, die kleiner als das Pivot sind, links davon stehen und
alle groReren Elemente rechts davon. Quick Sort eignet sich gut fiir grof3e Datensatze und zeigt eine
bessere Leistung als einfache Sortieralgorithmen wie Insertion Sort oder Selection Sort.

4.5.1 Algorithmus

1. Wahle ein Pivot-Element aus der Liste.

2. Organisiere die Liste, sodass alle Elemente kleiner als das Pivot links davon stehen und alle
grofleren Elemente rechts davon.

3. Sortiere die linke und rechte Teilsequenz rekursiv mit Quick Sort.

4. Kombiniere die sortierten Teilsequenzen.
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4.5.2 Quick Sort mit Cutoff

Ein Cutoff ist eine Optimierung fiir Quick Sort, bei der fiir kleine Teilsequenzen auf einen einfache-
ren Sortieralgorithmus wie Insertion Sort umgeschaltet wird. Dies kann die Leistung verbessern, da
Insertion Sort fir kleine Datensatze effizienter ist und weniger Funktionsaufrufe bendtigt werden.

private static void sort(Comparable[] a, int lo, int hi)

{
if (hi <= lo + CUTOFF - 1)

{

Insertion.sort(a, lo, hi);
return;

}

int j = partition(a, lo, hi);
sort(a, lo, j-1);

sort(a, j+1, hi);

4.5.3 Median-of-3

Eine weitere Optimierung fiir Quick Sort besteht darin, den Median von drei zufallig ausgewahlten
Elementen als Pivot zu verwenden. Dies verringert die Wahrscheinlichkeit, dass ein schlechtes Pivot
gewahlt wird, und verbessert die Leistung, insbesondere im Worst-Case-Szenario.

private static void sort(Comparable[] a, int lo, int hi)

{
if (hi <= lo + CUTOFF - 1)

{

Insertion.sort(a, lo, hi);
return;

}

int m = medianO0f3(a, lo, lo + (hi - lo)/2, hi);
swap(a, lo, m);

int j = partition(a, lo, hi);

sort(a, lo, j-1);
sort(a, j+1, hi);

4.5.4 Shuffle

Die Shuffle-Optimierung besteht darin, die Liste vor der Sortierung zufallig zu mischen. Dies stellt sicher,
dass die Eingabedaten keine besondere Ordnung aufweisen und verhindert (bzw. macht sehr sehr
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unwahrscheinlich) den Worst-Case, indem eine gleichmaRige Verteilung der Elemente gewahrleistet

wird.

4.5.5 Java Implementierung

public class Quick

{
private static int partition(Comparable[] a, int lo, int hi)
{
int i = lo, j = hi+1;
while (true)
{
while (less(a[++i], a[lo]))
if (i == hi) break;
while (less(a[lo]l, a[--j1))
if (j == 1lo) break;
if (i >= j) break;
exch(a, i, j);
}
exch(a, lo, j);
return j;
}
public static void sort(Comparable[] a)
{
StdRandom.shuffle(a);
sort(a, 0, a.length - 1);
ks
private static void sort(Comparable[] a, int lo, int hi)
{
if (hi <= 1lo) return;
int j = partition(a, lo, hi);
sort(a, lo, j-1);
sort(a, j+1, hi);
}
}

4.5.6 Laufzeitanalyse

« Best-Case: Der Best-Case tritt auf, wenn das Pivot bei jedem Schritt das Median-Element der
Teilsequenzist. In diesem Fall teilt der Algorithmus die Liste in gleich grofie Halften und erreicht
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eine Laufzeit von O(nlog n), wobei n die Anzahl der Elemente in der Liste ist.

+ Average-Case: Im Durchschnitt wird angenommen, dass die Eingabedaten keine besondere
Ordnung aufweisen und gleichmaRig verteilt sind. Die Average-Case-Laufzeit betragt ebenfalls
O(nlogn).

+ Worst-Case: Der Worst-Case tritt auf, wenn das Pivot bei jedem Schritt das kleinste oder grofite
Element der Teilsequenz ist. In diesem Fall teilt der Algorithmus die Liste in sehr ungleiche
Teilsequenzen, was zu einer Laufzeit von O(n?) fiihrt. Durch die Anwendung der Median-of-3-
Optimierung kann diese Worst-Case-Laufzeit jedoch reduziert werden, sodass sie in der Praxis
seltener auftritt.

4.5.7 Eigenschaften

« Stabilitat: Quick Sortistim Allgemeinen nicht stabil, da die Reihenfolge gleichwertiger Elemente
wahrend der Partitionierung geandert werden kann. Es gibt jedoch stabile Varianten von Quick
Sort, die jedoch oft zusatzlichen Speicherplatz oder Komplexitat erfordern.

+ In-Place: Quick Sort ist in-place, da es keine zusatzlichen Datenstrukturen bendétigt und die
Sortierung innerhalb der gegebenen Liste durchfiihrt.

« Parallelisierbar: Quick Sort kann parallelisiert werden, indem die rekursiven Aufrufe auf separa-
ten Threads oder Prozessorkernen ausgefiihrt werden. Dies kann die Leistung weiter verbessern,
insbesondere bei groRen Datensatzen und auf Systemen mit mehreren Prozessorkernen.

Insgesamt ist Quick Sort eine gute Wahl fiir groRe Datensatze und kann durch Optimierungen wie Cutoff
und Median-of-3 noch weiter verbessert werden. Bei Bedarf an Stabilitat sollte jedoch auf alternative
Algorithmen wie Merge Sort zurlickgegriffen werden.

4.6 Quick Select

Quick Select ist ein Auswahlalgorithmus, der auf dem Prinzip des “Teilen und Herrschen” basiert
und eng mit dem Quick Sort-Algorithmus verwandt ist. Der Algorithmus wird verwendet, um das k-te
kleinste Elementin einer ungeordneten Liste zu finden, ohne die gesamte Liste zu sortieren. Die Laufzeit
von Quick Select ist im Durchschnitt besser als die von Sortieralgorithmen wie Quick Sort oder Merge
Sort, da nur ein Teil der Liste bearbeitet werden muss.

4.6.1 Algorithmus

1. Wahle ein Pivot-Element aus der Liste.
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2. Organisiere die Liste, sodass alle Elemente kleiner als das Pivot links davon stehen und alle
grofleren Elemente rechts davon.

3. Wenn der Pivot-Index gleich k ist, wurde das k-te Element gefunden. Andernfalls suche rekursiv
in der linken oder rechten Teilsequenz, je nachdem, ob k kleiner oder groRer als der Pivot-Index
ist.

4.6.2 Java Implementierung

public static Comparable select(Comparable[] a, int k)

{

StdRandom.shuffle(a);

int lo = 0, hi = a.length - 1;

while (hi > 1lo)

{
int j = partition(a, lo, hi);
if (j < k) lo =3 + 1;
else if (j > k) hi = j - 1;
else return a[k];

}

return a[k];

4.6.3 Laufzeitanalyse

+ Best-Case: Der Best-Case tritt auf, wenn das Pivot bei jedem Schritt das Median-Element der
Teilsequenz ist. In diesem Fall teilt der Algorithmus die Liste in gleich grof3e Halften und erreicht
eine Laufzeit von O(n), wobei n die Anzahl der Elemente in der Liste ist.

+ Average-Case: Im Durchschnitt wird angenommen, dass die Eingabedaten keine besondere
Ordnung aufweisen und gleichmaRig verteilt sind. Die Average-Case-Laufzeit betragt ebenfalls
O(n).

« Worst-Case: Der Worst-Case tritt auf, wenn das Pivot bei jedem Schritt das kleinste oder grofite
Element der Teilsequenz ist. In diesem Fall teilt der Algorithmus die Liste in sehr ungleiche
Teilsequenzen, was zu einer Laufzeit von O(n?) fiihrt. Durch die Verwendung von Optimierungen
wie Median-of-3 kann die Wahrscheinlichkeit des Worst-Case-Szenarios jedoch reduziert werden.

Quick Select ist eine effiziente Methode, um das k-te kleinste Element in einer Liste zu finden, insbe-
sondere bei groRen Datensatzen. Durch die Verwendung von Optimierungen wie Median-of-3 kann
die Laufzeit des Algorithmus weiter verbessert und das Auftreten von Worst-Case-Szenarien reduziert
werden. Es ist jedoch wichtig zu beachten, dass Quick Select nicht zum Sortieren der gesamten Liste
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verwendet wird. Wenn das Ziel darin besteht, die Liste vollstandig zu sortieren, sind Sortieralgorithmen
wie Quick Sort oder Merge Sort besser geeignet.

4.7 3-Way Quick Sort

3-Way Quick Sort ist eine Variante des klassischen Quick Sort Algorithmus, die besonders gut mit
Datensatzen umgehen kann, die viele gleiche Elemente enthalten. Im Gegensatz zum herkdmmlichen
Quick Sort, der die Liste in zwei Teilsequenzen (kleiner als das Pivot und groRer als das Pivot) aufteilt,
teilt 3-Way Quick Sort die Liste in drei Teilsequenzen auf: Elemente kleiner als das Pivot, Elemente
gleich dem Pivot und Elemente groRer als das Pivot.

4.7.1 Algorithmus

1. Wahle ein Pivot-Element aus der Liste.

2. Organisiere die Liste in drei Teilsequenzen: Elemente kleiner als das Pivot, Elemente gleich dem
Pivot und Elemente grofRRer als das Pivot.

3. Sortiere die linke und rechte Teilsequenz rekursiv mit 3-Way Quick Sort.

4. Kombiniere die sortierten Teilsequenzen.

Der Hauptvorteil von 3-Way Quick Sort besteht darin, dass gleiche Elemente nicht weiter sortiert werden
mussen, da sie bereits in der Mitte der Liste gruppiert sind. Dies kann die Leistung des Algorithmus
insbesondere bei Datensatzen mit vielen gleichen Elementen verbessern.

Die Laufzeitanalyse von 3-Way Quick Sort ahnelt der des klassischen Quick Sort. Die Laufzeit fiir Best-,
Average- und Worst-Case bleibt gleich. In der Praxis ist 3-Way Quick Sort aber besser, wenn es wenige
einzigartige Elemente gibt.

Die 3-Way Quick Sort Variante ist ebenfalls in-place und nicht stabil.
4.8 Heap Sort

Heap Sort ist ein effizienter, in-place und vergleichsbasierter Sortieralgorithmus, der auf der Heap-
Datenstruktur basiert. Heap Sort verwendet die Struktur und die Eigenschaften eines Max-Heaps, um
die Elemente einer Liste oder eines Arrays in aufsteigender Reihenfolge zu sortieren. Die Laufzeit von
HeapSort betragt O(nlogn), wobei n die Anzahl der Elemente in der Liste ist.

4.8.1 Algorithmus

1. Erstelle einen Max-Heap aus den zu sortierenden Elementen.
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2. Entferne das Element mit der héchsten Prioritat (Wurzel des Max-Heaps) und tausche es mit
dem letzten Element im Heap.

3. Verringere die GroRe des Heaps um eins und stelle die Heap-Eigenschaft fiir das neue Wurzelele-
ment wieder her (sink).

4. Wiederhole Schritt 2 und 3, bis der Heap leer ist.

4.8.2 Java Implementierung

public class HeapSort {
public static void sort(Comparable[] a) {
int n = a.length;

// Erstelle Max-Heap
for (int k = n / 2; k >= 1; k--) {
sink(a, k, n);

}

// Sortiere Elemente

while (n > 1) {
swap(a, 1, n--);
sink(a, 1, n);

}

private static void sink(Comparable[] a, int k, int n) {
while (2 * k <= n) {
int j = 2 x k;
if (j < n && less(a, j, j + 1)) j++;
if (!less(a, k, j)) break;
swap(a, k, Jj);
k=133

}

// Hilfsmethoden (less und swap)...

4.8.3 Laufzeitanalyse

HeapSort hat eine Laufzeit von O(nlogn), da das Erstellen des Max-Heaps eine Laufzeit von O(n)
hat und das Entfernen von Elementen aus dem Heap eine Laufzeit von O(logn) pro Element hat.
Insgesamt fiihrt dies zu einer Laufzeit von O(n) +n * O(logn) = O(nlogn). Dies ist eine gute Laufzeit
fiir vergleichsbasierte Sortieralgorithmen und vergleichbar mit anderen effizienten Algorithmen wie
QuickSort und MergeSort.
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4.8.4 Eigenschaften

+ In-Place: HeapSort ist ein in-place-Algorithmus, da er keine zusatzlichen Datenstrukturen beno-
tigt und die Sortierung innerhalb der gegebenen Liste oder des Arrays durchfiihrt. Im Vergleich
zu MergeSort, das zusatzlichen Speicherplatz benétigt, ist HeapSort speichereffizienter.

« Stabilitat: HeapSort ist im Allgemeinen nicht stabil, da die Reihenfolge von Elementen mit
gleicher Prioritat wahrend des Sinkens gedandert werden kann. Wenn Stabilitat erforderlich ist,
sollten alternative Sortieralgorithmen wie MergeSort verwendet werden.

« Parallelisierbar: HeapSort ist nicht parallelisierbar, da es auf der sequenziellen Manipulation
eines Heaps basiert. Divide & Conquer Algorithmen, wie Quick Sort oder Merge Sort sind in der
Hinsicht besser.

4.8.5 Vergleich mit anderen Sortieralgorithmen

+ QuickSort: QuickSort hat im Durchschnitt eine dhnliche Laufzeit wie HeapSort (O(nlogn)),
aber QuickSort ist oft schneller in der Praxis aufgrund besserer Cache-Effizienz. QuickSort hat
jedoch eine Worst-Case-Laufzeit von O(n?), die durch Optimierungen wie Median-of-3 reduziert
werden kann. HeapSort hat eine garantierte Laufzeit von O(nlog n), ist jedoch nicht stabil.

+ MergeSort: MergeSort hat ebenfalls eine Laufzeit von O(nlog n) und ist stabil, was es zu einer
guten Wahl fiir den Umgang mit gleichwertigen Elementen macht. MergeSort ist jedoch nicht
in-place und bendtigt zusatzlichen Speicherplatz, wahrend HeapSort in-place ist.

Insgesamt ist HeapSort eine gute Wahl fiir einen effizienten, in-place Sortieralgorithmus, wenn Stabili-
tat keine Anforderung ist. HeapSort hat eine garantierte Laufzeit von O(nlogn) und kann in vielen
Anwendungsfallen eine gute Leistung bieten.

5 Suchalgorithmen

5.1 Sequentielle Suche

Sequentielle Suche, auch bekannt als lineare Suche, ist eine einfache Suchmethode, die darauf abzielt,
ein bestimmtes Element in einer Liste oder einem Array zu finden, indem jedes Element in der Liste der
Reihe nach durchsucht wird. Sequentielle Suche ist im Allgemeinen langsamer als andere Suchme-
thoden wie bindre Suche oder Hashing, hat jedoch den Vorteil, dass sie auf unsortierten Daten und
Datenstrukturen mit dynamischer Grofie angewendet werden kann.
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5.1.1 Java Implementierung

public class SequentialSearch {
public static int search(Comparable[] a, Comparable key) {
for (int i = 0; i < a.length; i++) {
if (a[i].compareTo(key) == 0) {
return i;
}
+

return -1;

5.1.2 Kostenanalyse

5.1.2.1 Search (Suche):

+ Worst-Case: Die Worst-Case-Kosten treten auf, wenn das gesuchte Element am Ende der Liste
steht oder nicht in der Liste enthalten ist. In diesem Fall betréagt die Laufzeit O(n), wobei n die
Anzahl der Elemente in der Liste ist.

+ Average-Case: Im Durchschnitt, wenn die Elemente gleichmal3ig verteilt sind, betragt die Laufzeit
der Suche O(%), daim Mittel die Halfte der Elemente liberpriift werden muss, um das gesuchte
Element zu finden.

5.1.2.2 Insert (Einfiigen):

+ Worst-Case: Die Worst-Case-Kosten fiir das Einfligen treten auf, wenn das Element bereits in der
Liste vorhanden ist. In diesem Fall betrégt die Laufzeit O(n), da das gesamte Array durchlaufen
werden muss, um das Element zu finden und den Wert zu aktualisieren.

+ Average-Case: Die durchschnittlichen Kosten fiir das Einfligen betragen ebenfalls O(n), da wir
durch die gesamte Liste laufen miissen, um den richtigen Platz fiir das neue Element zu finden.

5.1.2.3 Delete (Loschen):

» Worst-Case: Die Worst-Case-Kosten flir das Loschen treten auf, wenn das zu l6schende Element
am Ende der Liste steht. In diesem Fall betragt die Laufzeit O(n), da das gesamte Array durchlau-
fen werden muss, um das Element zu finden und zu entfernen.

« Average-Case: Im Durchschnitt betragt die Laufzeit des Léschens O(5 ), da im Mittel die Halfte
der Elemente Uberpriift werden muss, um das zu l6schende Element zu finden und zu entfernen.
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5.2 Bindre Suche

Die bindre Suche ist ein Suchalgorithmus, der auf sortierten Listen oder Arrays basiert und durch wie-
derholtes Halbieren des Suchintervalls effizient nach einem bestimmten Element sucht. Bindre Suche
eignet sich gut flir grof3e Datensatze und zeigt eine bessere Leistung als einfache Suchalgorithmen wie

die lineare Suche.

5.2.1 Algorithmus

>N

Beginne mit dem gesamten sortierten Array oder der Liste.

Vergleiche das mittlere Element mit dem gesuchten Wert.

Wenn das mittlere Element gleich dem gesuchten Wert ist, ist die Suche erfolgreich.

Wenn das mittlere Element kleiner als der gesuchte Wert ist, wiederhole die Suche im rechten
Teil der Liste.

Wenn das mittlere Element groRer als der gesuchte Wert ist, wiederhole die Suche im linken Teil
der Liste.

Wenn der gesuchte Wert nicht gefunden wird und das Suchintervall leer ist, ist die Suche erfolglos.

5.2.2 Java Implementierung

public class BinarySearch {

public static int search(Comparable[] a, Comparable key) {
int lo = 0;
int hi = a.length - 1;
while (lo <= hi) {
int mid = 1o + (hi - lo) / 2;
int cmp = key.compareTo(a[mid]);
if (cmp < 0) {
hi = mid - 1;
} else if (cmp > 0) {
lo = mid + 1;
} else {
return mid;
}
+

return -1;
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5.2.3 Laufzeitanalyse

+ Worst-Case Suche: Die Worst-Case-Laufzeit fiir die bindre Suche betrdgt O(log n), wobei n die
Anzahl der Elemente in der Liste ist. Im Worst-Case muss der Algorithmus das gesamte Array
oder die Liste durchsuchen, um den gesuchten Wert zu finden.

+ Average-Case Suche: Im Durchschnitt wird angenommen, dass die Eingabedaten keine beson-
dere Ordnung aufweisen und gleichmaRig verteilt sind. Die Average-Case-Laufzeit fiir die Suche
betragt ebenfalls O(logn).

Die Analyse von Insert und Delete Operationen ist schwieriger, da sie stark von der zugrunde liegenden
Datenstruktur abhangen. Bei Verwendung eines Arrays sind die Worst-Case-Kosten fiir das Einfiigen und
Loschen von Elementen O(n), da im schlimmsten Fall die Elemente verschoben werden miissen, um
Platz flir das neue Element zu schaffen oder das geléschte Element zu entfernen. Fiir durchschnittliche
Falle konnen diese Kosten jedoch reduziert werden, insbesondere wenn eine geeignete Datenstruktur
wie ein balancierter Suchbaum verwendet wird.

5.2.4 Eigenschaften

« Effizienz: Die binare Suche ist sehr effizient, speziell bei groRen Datensatzen, da sie die Anzahl
der Vergleiche im Vergleich zur linearen Suche drastisch reduziert.

» Voraussetzung: Die binadre Suche erfordert, dass die Liste oder das Array im Voraus sortiert ist.
Wenn dies nicht der Fall ist, miissen die Daten zunachst sortiert werden, was zusatzliche Kosten
verursacht.

Insgesamt ist die bindre Suche ein schneller und effizienter Algorithmus

5.3 Bindrer Suchbaum

Ein bindrer Suchbaum (BST) ist eine hierarchische Datenstruktur, die auf Knoten basiert und die Ei-
genschaft hat, dass jeder Knoten hochstens zwei Kindknoten besitzt. Ein bindrer Suchbaum erlaubt
schnelle Suche, Einfiigung und Loschung von Elementen, indem er die binare Suche auf der Baum-
struktur anwendet. In einem binaren Suchbaum gilt, dass alle Elemente im linken Teilbaum eines
Knotens kleiner als der Wert des Knotens sind und alle Elemente im rechten Teilbaum gréRer als der
Wert des Knotens sind.

5.3.1 Algorithmus

5.3.1.1 Suche
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1. Beginne bei der Wurzel des Baums.
2. Vergleiche den gesuchten Wert mit dem Wert des aktuellen Knotens.
3. Wenn der gesuchte Wert kleiner ist, gehe zum linken Kindknoten; wenn der gesuchte Wert groRer

ist, gehe zum rechten Kindknoten.
Wiederhole den Vorgang, bis der gesuchte Wert gefunden wird oder kein weiterer Kindknoten
vorhanden ist.

5.3.1.2 Einfiigen

1. Beginne bei der Wurzel des Baums.
2. Vergleiche den einzufiigenden Wert mit dem Wert des aktuellen Knotens.
3. Wenn der einzufligende Wert kleiner ist, gehe zum linken Kindknoten; wenn der einzufiigende

Wert groRer ist, gehe zum rechten Kindknoten.
Wiederhole den Vorgang, bis ein leerer Platz gefunden wird, und flige den neuen Wert als Kind-

knoten ein.

5.3.1.3 Loschen

> wn e

Suche den Knoten mit dem zu l6schenden Wert.

Wenn der Knoten keine Kindknoten hat, entferne einfach den Knoten.

Wenn der Knoten nur ein Kind hat, entferne den Knoten und ersetze ihn durch seinen Kindknoten.
Wenn der Knoten zwei Kindknoten hat, finde den nachstgréReren Wert im Unterbaum (also dem
Knoten folgenden Knoten), ersetze den Knotenwert durch diesen Wert und entferne den Knoten
mit dem ersetzten Wert.

5.3.2 Java Implementierung

public class BinarySearchTree<Key extends Comparable<Key>, Value> {
private Node root;

private class Node {
private Key key;
private Value value;
private Node left, right;
private int count;

public Node(Key key, Value value) {
this.key = key;
this.value = value;
this.count = 1;
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public Value search(Key key) {
Node x = search(root, key);
if (x == null) return null;
return x.value;

}

private Node search(Node x, Key key) {
if (x == null) return null;
int cmp = key.compareTo(x.key);
if (cmp < 0) return search(x.left, key);
else if (cmp > 0) return search(x.right, key);
else return x;

}

public void insert(Key key, Value value) {
root = insert(root, key, value);

}

private Node insert(Node x, Key key, Value value) {
if (x == null) return new Node(key, value);
int cmp = key.compareTo(x.key);

if (cmp < 0) x.left = dinsert(x.left, key, value);
else if (cmp > 0) x.right = insert(x.right, key, value);

else x.value = value;
x.count = 1 + size(x.left) + size(x.right);
return x;

}

public void delete(Key key) {
root = delete(root, key);
}

private Node delete(Node x, Key key) {
if (x == null) return null;

int cmp = key.compareTo(x.key);
if (cmp < 0) x.left = delete(x.left, key);

else if (cmp > 0) x.right = delete(x.right, key);

else {
if (x.right == null) return x.left;
if (x.left == null) return x.right;

Node t = x;
x = min(t.right);
x.right = deleteMin(t.right);
x.left = t.left;
}

x.count = size(x.left) + size(x.right) + 1;
return x;
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}

private Node min(Node x) {
if (x.left == null) return x;
return min(x.left);

}

private Node deleteMin(Node x) {
if (x.left == null) return x.right;
x.left = deleteMin(x.left);
x.count = size(x.left) + size(x.right) + 1;
return x;

}

private int size(Node x) {
if (x == null) return 0;
return x.count;

5.3.3 Laufzeitanalyse

+ Suche: Die Worst-Case-Laufzeit fiir die Suche in einem bindren Suchbaum betragt O(h), wobei
h die Hohe des Baums ist. Im Worst-Case kann der Baum vollstandig unbalanciert sein und einer
linearen Liste ahneln.

« Einfiigen: Die Worst-Case-Laufzeit fiir das Einfligen in einem bindaren Suchbaum betragt ebenfalls
O(h). Im schlimmsten Fall muss der Algorithmus bis zum tiefsten Knoten navigieren, um das
neue Element einzufiigen.

+ Loschen: Die Worst-Case-Laufzeit flir das Loschen in einem bindren Suchbaum betragt O(h), da
im schlimmsten Fall ein Knoten am unteren Rand des Baums geléscht werden muss.

Fiir einen balancierten bindren Suchbaum betragt die Hohe des Baums O(log n), wobei n die Anzahl
der Elemente im Baum ist. In diesem Fall sind die durchschnittlichen Kosten fiir Suche, Einfligung und
Loschung ebenfalls O(logn).

5.3.4 Eigenschaften

« Effizienz: Bindre Suchbdaume bieten eine effiziente Implementierung von Such-, Einflige- und
Loschoperationen, insbesondere wenn der Baum gut ausbalanciert ist.
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+ Balancierung: Um die Effizienz des Baums zu gewahrleisten, ist es wichtig, den binaren Such-
baum ausbalanciert zu halten. Eine Moglichkeit, dies zu erreichen, besteht darin, selbstbalancie-
rende bindre Suchbdume wie Rot-Schwarz-Baume zu verwenden.

+ Sortierung: Da die Elemente im bindren Suchbaum auf einer Inorder-Traversierung in sortierter
Reihenfolge erscheinen, kann der Baum auch zum Sortieren von Elementen verwendet werden.

Insgesamt bieten bindre Suchbaume eine effiziente und strukturierte Moglichkeit, um Such-, Einflige-
und Loschoperationen durchzufiihren. Durch die Verwendung von selbstbalancierenden Varianten
konnen die durchschnittlichen Kosten der Operationen auf O(log n) reduziert werden, wodurch sie
sich besonders gut fiir dynamische Datenmengen eignen, bei denen hiufige Anderungen erforderlich
sind.

5.4 2-3 Baume

Ein 2-3 Baum ist eine spezielle Art von balanciertem Suchbaum, bei dem jeder Knoten entweder
zwei oder drei Kinder haben kann. Dieser Baum gewahrleistet eine gute Balance und flihrt zu einer
effizienten Suche, Einfligung und Loschung von Elementen.

5.4.1 Struktur

Ein Knoten im 2-3 Baum kann zwei verschiedene Arten von Knoten sein:

1. 2-Kneten: Ein 2-Knoten hat genau einen Schliissel und zwei Kindknoten. Der linke Kindknoten
enthalt Elemente, die kleiner als der Schlissel sind, und der rechte Kindknoten enthalt Elemente,
die grofRer als der Schliissel sind.

2. 3-Knoten: Ein 3-Knoten hat zwei Schliissel und drei Kindknoten. Der linke Kindknoten enthalt
Elemente, die kleiner als der erste Schliissel sind, der mittlere Kindknoten enthalt Elemente, die
zwischen den beiden Schlisseln liegen, und der rechte Kindknoten enthalt Elemente, die groRer
als der zweite Schlissel sind.

Alle Blatter im 2-3 Baum haben dieselbe Tiefe, was bedeutet, dass der Baum perfekt ausbalanciert
ist.

5.4.2 Algorithmus

5.4.2.1 Suche Die Sucheineinem 2-3 Baum ist ahnlich wie die Suche in einem bindren Suchbaum.
Beginne an der Wurzel und gehe entlang der Knoten, bis der gesuchte Schliissel gefunden wird oder
ein Blatt erreicht wird.
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5.4.2.2 Einfiigen Um einen Schliisselin einen 2-3 Baum einzufiigen, fiihre die folgenden Schritte
aus:

1. Beginne an der Wurzel und gehe entlang der Knoten, bis ein Blatt erreicht wird.

2. Fuge den Schlissel in den entsprechenden Knoten ein. Wenn der Knoten ein 2-Knoten ist, wird
er zu einem 3-Knoten. Wenn der Knoten bereits ein 3-Knoten ist, wird er zu einem temporaren
4-Knoten.

3. Wenn ein 4-Knoten entstanden ist, teile den Knoten auf und schiebe den mittleren Schliissel
nach oben in den Elternknoten. Wenn der Elternknoten ebenfalls ein 4-Knoten wird, wiederhole
den Vorgang.

4. Wenn die Wurzel zu einem 4-Knoten wird, teile die Wurzel auf und erstelle eine neue Wurzel mit
dem mittleren Schlussel. Die Hohe des Baums erhoht sich um 1.

5.4.2.3 Loschen Um einen Schlussel aus einem 2-3 Baum zu loschen, fiihre die folgenden Schritte
aus:

1. Finde den Knoten, der den Schliissel enthalt.

2. Wenn der Knoten ein Blatt ist, entferne einfach den Schliissel aus dem Knoten. Andernfalls finde
den Nachfolger oder Vorganger des Schliissels im Baum, tausche die Positionen und entferne
den Schliissel aus dem Blattknoten.

3. Falls notwendig, passe den Baum an, um die 2-3 Baum-Eigenschaften aufrechtzuerhalten. Wenn
der Knoten, aus dem der Schliissel entfernt wurde, jetzt ein 1-Knoten (ein Knoten ohne Schliissel)
ist, miissen die folgenden Anpassungen vorgenommen werden:

« Fall 1: Wenn ein benachbarter Geschwisterknoten ein 3-Knoten ist, rotiere den Baum, um
den 1-Knoten aufzufiillen und einen Schliissel vom benachbarten Geschwisterknoten zu
Ubernehmen.

« Fall 2: Wenn alle Geschwisterknoten 2-Knoten sind, fiihre den 1-Knoten mit einem Ge-
schwisterknoten zusammen und verschiebe einen Schliissel vom Elternknoten nach unten
in den neu fusionierten Knoten. Wenn der Elternknoten dadurch zu einem 1-Knoten wird,
wende die Anpassungen rekursiv an.

« Fall 3: Wenn die Wurzel ein 1-Knoten wird und nur zwei Kindknoten hat, entferne die Wurzel
und mache das verbleibende Kind zur neuen Wurzel. Die Hohe des Baums verringert sich
um 1.
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5.4.3 Laufzeitanalyse

Da alle Blatter in einem 2-3 Baum dieselbe Tiefe haben und der Baum perfekt ausbalanciert ist, betragt
die Hohe des Baums O(log n), wobei n die Anzahl der Elemente im Baum ist. Daher sind die Worst-
Case-Kosten flir Suche, Einfligen und Loschen von Elementen alle O(logn).

5.4.4 Eigenschaften

« Effizienz: 2-3 Baume bieten eine effiziente Implementierung von Such-, Einfiige- und Léschope-
rationen, da sie aufgrund ihrer perfekt ausbalancierten Struktur konstante Hohe haben.

+ Anpassungsfahigkeit: 2-3 Baume sind gut anpassungsfahig und eignen sich flir Anwendungen,
bei denen haufige Anderungen an der Datenstruktur erforderlich sind.

Insgesamt bieten 2-3 Baume eine gute Balance aus Effizienz und einfacher Implementierung fiir Such-,
Einflige- und Loschoperationen. Sie sind eine gute Wahl fiir Anwendungen, bei denen eine ausba-
lancierte Datenstruktur erforderlich ist und die Komplexitat der Implementierung minimiert werden
soll.

5.4.5 Implementierung

Eine leichte Implementierung sind Schwarz-Rot-Baume. Die Idee ist, von einem 2-Node BST auszugehen
und jedem Link entweder rot oder schwarz zu markieren. Jede 3-Node wird dargestellt als zwei 2-
Nodes, welche durch einen roten Link verbunden sind. Die obere 2-Node erhélt den groReren Schliissel
und das groRte Kindknoten, wahrend die untere 2-Node den kleineren Schliissel und die 2 kleineren

3-node

less between greater
than a aandb than b

1 P U | e W I

Kindknoten bekommt.

greater

B L than b
less between I\

than a aandb
-\ ...\

Abbildung 12: Uberfiihren einer 3-Node zu zwei 2-Nodes
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Eine dquivalente Definition ist durch die folgenden 3 Regeln gegeben:

+ Rote Links sind links

» Keine Node hat zwei rote Links

+ Der Baum hat perfekte Schwarz-Balance. Das heif3t, jeder Pfad von der Wurzel aus hat die gleiche
Anzahl an roten Links.

Zeichnet man die roten Links horizontal, dann l3sst sich direkt die Struktur des 2-3-Baums erkennen.
Da ein Schwarz-Rot-Baum ein BST mit zusatzlichen Informationen ist, konnen diese Informationen
ignoriert werden, wodurch der Baum gleichzeitig als 2-Node BST gelesen werden kann.

red-black BST

2-3 tree

Abbildung 13: Gleichheit des Rot-Schwarz-BSTs und 2-3-Baums

Fiir Code und Beispiel, siehe im Buch auf S. 440.

5.5 Suchbdume Laufzeit

WOrsSE-Case Cost average-case cost

(after N inserts) (after N random inserts) ordered key

implementation ) ) _
iteration? interface

search insert delete search hit insert
sequential
search (unordered N N N N2 N Ni2 no equals()
list)
binary
search (ordered lg N N N Ig N N2 N2 yes compareTo()
array)
BST N N N 1.381g N 1381gN ? yes compareTo()
red-black BST 2igN 2IgN 2lgN 1.001g N 1001gN 1000 N yes compareTo()
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6 Hashing

Alle Elemente werden in einer key-indexed Tabelle abgespeichert. Der Index wird basierend auf dem
Schlussel mit einer Hash-Funktion berechnet. Das funktioniert aber nur so lange gut, bis zwei Schliis-
sel den gleichen Index zugewiesen bekommen. Dies nennt man eine Kollision und in den folgenden
Abschnitten geht es um Algorithmen und Datenstrukturen, die die Handhabung von Kollisionen er-
moglichen.

Hashing ist ein Trade-off zwischen Platz und Zeit. Gibt es keine Platzeinschrankungen, dann kann der
Schlussel selber als Index genutzt werden. Gibt es keine Zeitbeschrankung, kann die Kollision mit
sequenzieller Suche erkannt werden. Hashing ist dazwischen und bietet eine gute Balance zwischen
Platz und Zeit.

6.1 Hashfunktion

Die ideale Hashfunktion ist effizient berechenbar und hat fiir jeden Index die gleiche Wahrscheinlichkeit,
wodurch die Schlissel gleichmalig verteilt werden.

Diese ideale Hashfunktion wird oft als Voraussetzung genommen. Das nennt man dann die Uniform
Hashing Assumption. In der Uniform Hashing Assumption steht M fiir die Grof3e des Hasharrays und
N fiir die Anzahl an Schlisseln, die gehasht werden.

6.1.1 Java

In Java hat jede eingebaute Klasse die Funktion x . hashCode (). Dabei gilt, wenn x.equals(y),
dann x.hashCode()==y.hashCode().

Hier sind ein paar Implementierungen fiir eingebaute Datentypen:
+ Int

public final class Integer

{
private final int value;
public int hashCode()
{ return value; }
}
+ Boolean

Leon Muscat 55



Algorithmen und Datenstrukturen

public final class Boolean

{
private final boolean value;
public int hashCode()
{
if (value) return 1231;
else return 1237;
}
}
+ String
public final class String
{
private final char[] s;
public int hashCode()
{
int hash = 0;
for (int i = 0; i < length(); i++)
hash = s[i] + (31 * hash);
return hash;
}
}

Java schlagt fiir die Implementierung einer Hash-Funktion bei einer benutzerdefinierten Klasse folgen-
de Regeln vor:

+ Kombinieren jedes signifikante Feld mit der 31x +y Regel.

« Wenn das Feld ein primitiver Typ ist, verwende die Wrapper-Typ hashCode() Funktion.
« Wenn das Feld null ist, gebe 0 zuriick.

Wenn das Feld ein Referenztyp ist, verwende die hashCode () Funktion.

« Wenn das Feld ein Array ist, wende dies auf jeden Eintrag an.

6.2 Seperate Chaining

Die Idee hinter Hashing mit Seperate Chaining ist bei jedem Index eine Linked-List zu erstellen, wobei
jeder Eintrag den Schliissel und den Wert halt.

Unter der Uniform Hashing Assumption, ist die Anzahl an Elementen in jeder Linked-List gleich N/M.
Da die Anzahl an notigen Operationen fiir Search / Insert proportional zu der Anzahl an Elementen in
der Linked-List ist, hat die Wahlvon M eine wichtige Rolle:
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+ Ist M zu grof3, dann hat das Array viele leere Linked-Lists
+ Ist M zu klein, dann werden die Linked-Lists zu lang

Daher wahlt man meistens M = N/5.

Seperate Chaing ist einfach zu implementieren und weniger anfallig gegen Clustering.

6.2.1 Two-probe Hashing

Anstatt nur eine Hashing-Funktion zu nutzen, werden mithilfe von zwei Funktionen zwei Positionen
fir einen Key berechnet. Der Schlissel wird dann bei der kiirzeren der beiden Ketten eingefligt. Das
reduziert die erwartete Lange der langsten Kette auf log log V.

6.3 Linear Probing

Bei Linear Probing wird bei einer Kollision der nachst leere Platz gesucht und gefiillt.

Ein groRRes Problem, mit dem das lineare Sondieren konfrontiert ist, ist das Clustering. Clustering
ist die Tendenz, dass Kollisionen zu langen Reihen von gefiillten Slots fiihren, was die Effizienz der
Hash-Tabelle verringert.

Gegeben ist die Fiille von M als o = % Unter der Uniform Hashing Assumption ist die erwartete Zeit

far

« Die Suche: (1 + )
+ Die erfolglose Suche und Einfiigen: 3(1 + =)

1—a?

Ist M zu grol3, dann gibt es zu viele leere Eintrage. Ist M zu klein, dann nimmt die Laufzeit schnell zu.
Daher wahlt man typischerweise M = 2N.

Linear Probing verschwendet weniger Speicherplatz als Seperate Chaining und hat bessere Cache-
Perfomance.

6.4 Laufzeit Zusammenfassung

Unter der Annahme einer gleichmaRigen Hash-Funktion gelten folgende Laufzeiten:
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WOrst-case cost AVErage case

(after N inserts) (after N random inserts) ordered key

implementation . . .
iteration! interface
search insert e search hit insert

sequential

search (unordered N N N N2 N N2 ne equals()

list)

binary

search (ordered EN N N lgN Nf2 N2 yes compareTo()
array)

BST N N N 138IgN 1.381g M t yes compareTo()
red-black tree 1lgN 1gN 2lgN 1000g N 1.001g N 1001z N yes compareTo()
separate chaining [N~ lgN= lgN* 35% 35+ 35" ne equals()

linear probing lgN* lgN* lgN* 35% 35% 3-5% no equals()

7 Graphentheorie

Die Graphentheorie ist ein Bereich der Mathematik, der sich auf die Untersuchung von Graphen kon-
zentriert. Graphen sind mathematische Strukturen, die zur Darstellung von Paarbeziehungen zwischen
Objekten verwendet werden. Ein Graph besteht aus Knoten (oder Ecken) und Kanten (oder Linien), die
diese Knoten verbinden. Es gibt zwei Haupttypen von Graphen: ungerichtete und gerichtete Graphen.

7.1 Ungerichtete Graphen

Ein ungerichteter Graph ist eine Sammlung von Knoten, die durch Kanten paarweise verbunden sind.
Hier hat jede Kante keine Richtung, d.h., sie verbindet zwei Knoten ohne eine spezifische Richtung. In
der Informatik und diskreten Mathematik spielen ungerichtete Graphen eine zentrale Rolle, da sie zur
Modellierung einer Vielzahl von Problemen und Systemen verwendet werden konnen.

7.1.1 Anwendungen von ungerichteten Graphen

Ungerichtete Graphen finden breite Anwendung in verschiedenen Bereichen wie Kommunikation,
Schaltkreise, Mechanik, Finanzen, Transport, Internet, Spiele, soziale Beziehungen, neuronale Netz-
werke, Proteinnetzwerke und chemische Verbindungen. In diesen Kontexten reprasentieren die Knoten
und Kanten jeweils unterschiedliche Entitaten und Beziehungen.
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7.1.2 Graph API fiir ungerichtete Graphen

Eine mogliche Implementierung einer Graph APl in Java kdnnte folgendermalRen aussehen:

public class Graph
{

private final 1int V;
private Bag<Integer>[] adj;

public Graph(int V)
{
this.V = V;
adj = (Bag<Integer>[]) new Bag[V];
for (int v = 0; v < V; v++)
adj[v] = new Bag<Integer>();
}

public void addEdge(int v, int w)
{

adj[v].add(w);

adj[w].add(v);
}

public Iterable<Integer> adj(int v)
{ return adj[v]; }

7.2 Gerichtete Graphen (Digraphs)

Im Gegensatz zu ungerichteten Graphen haben die Kanten in einem gerichteten Graphen eine spe-
zifische Richtung. Das bedeutet, dass jede Kante von einem Knoten zu einem anderen Knoten zeigt.
Gerichtete Graphen werden oft verwendet, um Beziehungen darzustellen, die asymmetrisch sind, d.h.,
Beziehungen, die nicht unbedingt in beide Richtungen gelten.

7.2.1 Anwendungen von gerichteten Graphen

Gerichtete Graphen haben eine breite Palette von Anwendungen in verschiedenen Bereichen, ein-
schlieRlich Verkehr, Web Navigation, Okologie, Finanzen, Telekommunikation und Spieltheorie.

7.2.2 Graph API fiir gerichtete Graphen

Die Implementierung von gerichteten Graphen in Java ist im Prinzip gleich. Der einzige Unterschied,
ist, dass bei addEdge (int v, 1int w) nuradj[v].add(w) aufgerufen wird.
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Eine mogliche Implementierung einer Graph API fiir gerichtete Graphen kdnnte folgendermalen
aussehen:

public class Digraph {
Digraph(int V) { /x Erstelle einen leeren Digraph mit V Knoten %/ }
Digraph(In in) { /x Erstelle einen Digraph aus einem Eingabestrom

*/ }

void addEdge(int v, int w) { /* Flge eine gerichtete Kante von v
nach w hinzu *x/ }

Iterable adj(int v) { /*x Gib die Knoten zurilick, zu denen ein Pfeil
von v fuhrt x/ }

int V() { /* Anzahl der Knoten */ }

int E() { /* Anzahl der Kanten x/ }

String toString() { /* String Darstellung des Digraphen x/ }

Digraph reverse() { /* Erstelle einen neuen Digraph, der die
Umkehrung (alle Kanten umgedreht) dieses Digraphen ist *x/ }

7.3 Gewichtete gerichtete Graphen

Im Rahmen von gewichteten gerichteten Graphen, auch bekannt als gewichtete Digraphen, hat jede
Kante zusatzlich zu ihrer Richtung auch ein Gewicht. Dieses Gewicht kann eine Vielzahl von Bedeutun-
gen haben, abhangig von dem Kontext, in dem der Graph verwendet wird. Beispielsweise kann es die
Entfernung zwischen zwei Punkten auf einer Karte, die Zeit, die benétigt wird, um von einem Punkt
zu einem anderen zu gelangen, oder die Kosten fiir die Verbindung zwischen zwei Punkten in einem
Netzwerk reprasentieren.

7.3.1 Anwendungen von gewichteten gerichteten Graphen

Gewichtete gerichtete Graphen finden Anwendung in vielen Bereichen, wie Verkehrssystemen (um
beispielsweise den kiirzesten Weg zwischen zwei Punkten zu finden), in der Telekommunikation (um
das optimale Routing von Datenpaketen zu bestimmen), in der Betriebsforschung (fiir Probleme wie
das Reisende-Verkaufer-Problem), in der Computernetzwerkplanung und in der Spieltheorie.

7.3.2 Graph API fiir gewichtete gerichtete Graphen

Die Implementierung von gewichteten gerichteten Graphen erfordert eine kleine Anderung an der API,
um die Gewichte zu speichern. Eine mogliche Implementierung konnte folgendermalen aussehen:
public class EdgeWeightedDigraph {

EdgeWeightedDigraph(int V) { /* Erstelle einen leeren gewichteten
Digraph mit V Knoten %/ }
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}

EdgeWeightedDigraph(In in) { /* Erstelle einen gewichteten Digraph
aus einem Eingabestrom %/ }
void addEdge(DirectedEdge e) { /x Flge eine gewichtete gerichtete
Kante hinzu *x/ }
Iterable adj(int v) { /* Gib die Kanten zuriick, zu denen ein Pfeil
von v fuhrt x/ }
int V() { /* Anzahl der Knoten *x/ }
int E() { /* Anzahl der Kanten x/ }
String toString() { /* String Darstellung des gewichteten Digraphen
*/ }
Iterable edges() { /* Gib alle Kanten 1in diesem Digraphen zurlick */
}

Die Klasse DirectedEdge reprasentiert eine gewichtete Kante und konnte folgendermalen imple-

mentiert werden:

public class DirectedEdge {

DirectedEdge(int v, int w, double weight) { /*x Erstelle eine
gerichtete Kante von v zu w mit gegebenem Gewicht */ }

double weight() { /* Gib das Gewicht dieser Kante zurlick x/ }

int from() { /* Gib den Ursprungsknoten dieser Kante zurick x/ }

int to() { /* Gib den Zielknoten dieser Kante zurick */ }

String toString() { /* String Darstellung der Kante */ }

7.4 Allgemeine Graphenbegriffe

Unabhéngig davon, ob ein Graph gerichtet oder ungerichtet ist, gibt es einige grundlegende Begriffe,

die verwendet werden, um bestimmte Aspekte eines Graphen zu beschreiben:

+ Pfad: Eine Folge von Knoten, die durch Kanten verbunden sind. Dies ist ein grundlegender Begriff,

der verwendet wird, um die Verbindung zwischen zwei Knoten in einem Graphen zu beschreiben.

+ Zyklus: Ein Pfad, dessen erster und letzter Knoten gleich sind. Die Identifizierung von Zyklen ist

wichtig fiir viele Algorithmen und Problemstellungen.

+ Verbunden: Zwei Knoten sind verbunden, wenn es zwischen ihnen einen Pfad gibt. Dies ist ein

grundlegendes Konzept fiir die Konstruktion und Analyse von Graphen.

7.5 Graphverarbeitungsprobleme

Beim Arbeiten mit Graphen, ob gerichtet oder ungerichtet, gibt es einige gangige Probleme, die oft

auftreten:
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+ Pfadfindung: Gibt es zwischen zwei bestimmten Knoten einen Pfad und falls ja, welcher ist der
klrzeste?

« Zyklusdetektion: Existiert ein Zyklus im Graphen? Speziell interessieren hier Euler-Touren (Zy-
klen, die jede Kante genau einmal verwenden) und Hamilton-Touren (Zyklen, die jeden Knoten
genau einmal verwenden).

+ Konnektivitat: Gibt es eine Moglichkeit, alle Knoten zu verbinden und falls ja, was ist die kos-
teneffizienteste Methode (Minimale Spannbaume, MSTs)?

+ Bikonnektivitat: Gibt es einen Knoten, dessen Entfernung den Graphen in mehrere, nicht ver-
bundene Teile zerlegt?

+ Planaritat: Kann der Graph so gezeichnet werden, dass keine Kanten sich kreuzen?

+ Graphisomorphismus: Stellen zwei verschiedene Darstellungen denselben Graphen dar?

Diese Probleme konnen unterschiedlich komplex sein und einige kdnnen sogar unlosbar sein.

7.6 Reprasentation von Graphen

Es gibt verschiedene Moglichkeiten, einen Graphen zu reprasentieren, die je nach Anwendung und
Kontext unterschiedliche Vorteile haben konnen:

7.6.1 Grafische Darstellung

Dies bietet eine visuelle Intuition liber die Struktur des Graphen, kann aber irrefiihrend sein, da unter-
schiedliche Darstellungen denselben Graphen reprasentieren kdnnen.

7.6.2 Reprasentation von Knoten

In dieser Vorlesung verwenden wir Integer zwischen 0 und V' — 1 zur Darstellung von Knoten. In
Anwendungen konnen Namen und Integer-Werte mittels einer Symboltabelle konvertiert werden.

7.6.3 Kantensammlung

Eine weitere Moglichkeit, einen Graphen zu reprasentieren, besteht darin, eine Liste von Kanten zu
flihren. Dies kann eine verkettete Liste oder ein Array sein.
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7.6.4 Adjazenzmatrix

Bei dieser Methode wird ein zweidimensionales Boolean-Array der Gréf3e V' x V verwendet. Fiir jede
Kante v—w im Graphen werden die Werte adj [v] [w] (und adj [w] [Vv], falls der Graph ungerichtet
ist) auf ‘true’ (also 1) gesetzt.

7.6.4.1 Implementierung Die Implementierungin Java ist wie folgt:

public class Graph {
private final int V;
private final boolean[][] adjMatrix;

public Graph(int V) {

this.V = V;

adjMatrix = new boolean[V][V];
h;

public void addEdge(int v, int w) {
adjMatrix[v] [w] = true;
adjMatrix[w] [v] = true;

}

public Iterable<Integer> adj(int v) {
List<Integer> adjV = new ArrayList<Integer>();
for (int i = 0; i < V; i++) {
if (adjMatrix[v][i]) {
adjVv.add(i);
}
+

return adjVv;
}

Fiir gerichtete Graphen entferne adjMatrix[w] [v] = true; in der addEdge-Methode.

7.6.5 Adjazenzliste

Hier wird ein Array von Listen verwendet, das von den Knoten indiziert ist. Jede Liste enthalt die Knoten,
die an den entsprechenden Knoten angrenzen. Dies ist eine effiziente Reprasentation, insbesondere
fir “Sparse” (d.h. wenige Kanten) Graphen.

Fir gewichtete Digraphen wird neben den Kanten auch noch das Gewicht abgespeichert.

7.6.5.1 Implementierung Fiir Graphen ohne Gewichte. Bei gerichteten Graphen muss adj [w] .
add (v) ; entfernt werden.
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Abbildung 14: Adjazenzliste eines gewichteten Digraphs

public class Graph

{
private final 1int V;
private final Bag<Integer>[] adj;
public Graph(int V)
{
this.V = V;
adj = (Bag<Integer>[]) new Bag[V];
for (int v = 0; v < V; v++)
adj[v] = new Bag<Integer>();
+
public void addEdge(int v, int w)
{
adj[v].add(w);
adj[w].add(v); // For undirected graph, we add the edge in both
directions.
}
public Iterable<Integer> adj(int v)
{
return adj[v];
}
}

Fir gewichtete Digraphen:

public class EdgeWeightedDigraph {
private final int V; // Number of vertices
private final Bag<DirectedEdge>[] adj; // Array of bags to store
adjacency lists

public EdgeWeightedDigraph(int V) {
this.V = V;
adj = (Bag<DirectedEdge>[]) new Bag[V]; // Creating an array
of bags
for (int v = 0; v < V; v++)
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adj[v] = new Bag<DirectedEdge>(); // Initializing each
bag in the array

}

public void addEdge(DirectedEdge e) {
int v = e.from();
adj[v].add(e); // Adding a directed edge to the adjacency
list of vertex v

}

public Iterable<DirectedEdge> adj(int v) {
return adj[v]; // Returning the adjacency list of vertex v

}

7.7 Tiefensuche (Depth-First Search, DFS)

Die Tiefensuche ist ein Algorithmus zum Durchlaufen und Durchsuchen eines Graphens.

Die Idee ist von der Wurzel (bzw. irgendeinem Knoten im Graphen) rekursiv {iber alle Knoten zu gehen.
Dabei wird jeder bereits besuchte Knoten markiert und nicht erneut besucht. Das bedeutet, startet
man DFS bei v, dann besucht der Algorithmus alle w, die an v angrenzen. Als Erstes sucht er alle x, die
an das erste w angrenzen, usw. Das bedeutet, wenn w und z an v angrenzen und v — w das kleinere
Kantengewicht hat, dann werden erst alle an w angrenzende Knoten besucht.

Mogliche Anwendungen sind:

+ Finde alle Knoten, die mit einem gegebenen Ausgangsknoten verbunden sind.
+ Finde einen Pfad zwischen zwei Knoten.

7.7.1 Implementierung

Generellist es vorteilhaft den Graphen von der Graphenverarbeitung zu trennen. Wir erstellen also eine
Klasse, die einen Graphen und einen Startpunkt annimmt: Paths (Graph G, int s).DieKlasse
hat zwei Funktionen:

« boolean hasPathTo(int v):Gibttrue zuriick, wenn ein Pfad zwischen s und v existiert.
« Iterable<Integer> pathTo(int v):Gibtden Pfad vonszuv zuriick, wenn er existiert.
Ansonsten gibt die Funktion null zuriick.

Zur effektiven Implementierung erstellen wir 2 Arrays fiir die Tiefensuche:

« boolean[] marked:Um besuchte Knoten zu markieren.
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« int[] edgeTo: Enthalt die Pfade durch den Graphen. edgeTo[w] == v bedeutet, dass
v-w genommen wurde, um w das erste Mal zu besuchen. Dadurch ldsst sich also der Pfad von w
zu dem Startpunkt finden. Dadurch ist das Array effektiv eine Reprasentation des Graphens als
Baum mit dem Startpunkt als Wurzel.

public class DepthFirstPaths {
private boolean[] marked;
private int[] edgeTo;
private 1int s;

public DepthFirstSearch(Graph G, int s) {
// Initialisierung der Klasse
dfs(G, s); // Finde alle Knoten, die mit s verbunden sind

}

private void dfs(Graph G, int v) {
marked[v] = true; // aktuellen Knoten markieren
for (int w : G.adj(v)) { // benachbarte Knoten bekommen
if (!marked[w]) { // wenn nicht bereits markiert
dfs(G, w); // Rekursion
edgeTo[w] = v; // Pfad von v zu w speichern

}

Bis auf die Klassennamen muss nichts gedandert werden fiir Digraphen.

7.7.2 Analyse

DFS markiert garantiert alle Knoten, die mit s verbunden sind in einer konstanten Zeit. AuRerdem wird
jeder Knoten nur einmal besucht. Die Laufzeit istalso O(V + E).

7.7.3 Topologisches Sortieren

DFS kann fiir topologische Sortierung genutzt werden: siehe dieses Video.

7.8 Breitensuche (Breadth-First Search, BFS)

Die Breitensuche ist ein Algorithmus zum Durchlaufen und Durchsuchen eines Graphens.

Die grundlegende Idee ist, von der Wurzel (oder einem beliebigen Knoten im Graphen) auszugehen
und alle benachbarten Knoten zu besuchen, bevor man zu den nachsten Ebenen iibergeht (Ebene i
heillt Knoten, dessen Pfad Lange i zu der Wurzel hat). Jeder besuchte Knoten wird markiert und nicht
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erneut besucht. Das bedeutet, wenn man BFS bei v startet, dann besucht der Algorithmus zuerst alle
w, die an v angrenzen, bevor er weiter zu den Knoten geht, die an w angrenzen.

Mogliche Anwendungen sind:

+ Finden aller Knoten, die mit einem gegebenen Ausgangsknoten verbunden sind.
+ Finden des kiirzesten Pfades zwischen zwei Knoten.

7.8.1 Implementierung

Wie bei DFS ist es auch bei BFS vorteilhaft, den Graphen von der Graphenverarbeitung zu trennen. Wir
erstellen also eine Klasse, die einen Graphen und einen Startpunkt annimmt: Paths (Graph G,
int s). Die Klasse hat zwei Funktionen:

« boolean hasPathTo(int v):Gibttrue zuriick, wenn ein Pfad zwischen s und v existiert.
« Iterable<Integer> pathTo(int v):Gibtden Pfad vonszuv zuriick, wenn er existiert.
Ansonsten gibt die Funktion null zuriick.

Flr die Breitensuche erstellen wir zwei Arrays:

« boolean[] marked:Um besuchte Knoten zu markieren.

« int[] edgeTo: Enthalt die Pfade durch den Graphen. edgeTo[w] == v bedeutet, dass
v-w genommen wurde, um w das erste Mal zu besuchen. Dadurch lasst sich also der Pfad von w
zu dem Startpunkt finden.

public class BreadthFirstPaths {
private boolean[] marked;
private boolean[] edgeTo;
private final int s;

//

private void bfs(Graph G, int s) {
Queue<Integer> q = new Queue<Integer>();
g.enqueue(s);
marked[s] = true;

while (!q.isEmpty()) {
int v = g.dequeue();
for (int w : G.adj(v)) {
if (!marked[w]) {
g.enqueue(w) ;
marked[w] = true;
edgeTo[w] = v;
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}

Bis auf die Klassennamen muss nichts geandert werden fiir Digraphen.

7.8.2 Analyse

BFS garantiert, dass alle Knoten, die mit s verbunden sind, in einer konstanten Zeit markiert werden.
Wie DFS besucht auch BFS jeden Knoten nur einmal. Die Laufzeit ist also ebenfalls O(V + E).

Furungerichtete Graphen gilt auRerdem: Im Unterschied zu DFS liefert BFS jedoch immer den kiirzesten
Pfad zwischen dem Startknoten und jedem anderen erreichbaren Knoten.

7.8.3 Finden des kiirzesten Pfads

BFS kann den kiirzesten Pfad mit mehreren Startpunkten finden. Daflir muss am Anfang von der BFS
Funktion alle Startpunkte in die Queue hinzugefiigt werden.

7.9 Zusammenhangskomponenten

Eine Zusammenhangskomponente ist eine maximale Menge an verbundenen Knoten. Es ist also
ein Untergraphen eines ungerichteten Graphen, in dem jeder Knoten mit jedem anderen Knoten
durch einen Pfad verbunden ist (Aquivalenzrelation, siehe Union Find). In anderen Worten, es gibt
keine zwei Knoten in einer Zusammenhangskomponente zwischen denen kein Pfad existiert. Dartiber
hinaus hat eine Zusammenhangskomponente keine Verbindung zu anderen Knoten aul3erhalb der
Komponente.

Um in konstanter Zeit herauszufinden, ob v mit w verbunden ist, speichern wir alle Zusammenhangs-
komponenten eines Graphens ab.

7.9.1 Algorithmus

Die Zusammenhangskomponenten eines Graphen konnen mithilfe von Graphentraversierungsalgo-
rithmen wie Tiefensuche (DFS) oder Breitensuche (BFS) gefunden werden.

Hier ist ein Beispielalgorithmus, der DFS verwendet, um die Zusammenhangskomponenten eines
Graphen zu bestimmen:

1. Markiere alle Knoten als unbesucht.
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3 Zusammenhangskomponenten

Zusammenhangskomponenten ID (leicht mit DFS zu berechnen)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12
ce[] O 0 OO 0 0 1 11 2 2 2 2

Abbildung 15: Beispiel von Zusammenhangskomponenten eines Graphens

2. Wahle einen unbesuchten Knoten und starte eine Tiefensuche von diesem Knoten aus. Alle
Knoten, die von diesem Knoten aus erreichbar sind, bilden eine Zusammenhangskomponente.

3. Wiederhole Schritt 2 mit einem anderen unbesuchten Knoten, falls vorhanden, um eine weitere
Zusammenhangskomponente zu finden.

4, Wiederhole dies, bis alle Knoten besucht wurden.

Die Anzahl der Durchlaufe der Tiefensuche gibt die Anzahl der Zusammenhangskomponenten an. Die
spezifischen Knoten, die wahrend eines Durchlaufs besucht wurden, bilden eine Zusammenhangs-
komponente.

7.9.2 Implantation

Wir erstellen eine Klasse CC (Graph G) (Zusammenhangskomponenten = Connected Components =
CC), mit den folgenden Funktionen:

« boolean connected(int v, int w):Gibttrue zuriick, falls vund w verbunden sind
« int count():Gibt die Anzahl an Zusammenhangskomponenten zuriick
« int id(int v):Gibtdie ID der Zusammenhangskomponte, in der v ist.

public class CC
{
private boolean marked[]; // Array zum Markieren der besuchten
Knoten
private int[] id; // Array zur Speicherung der ID jeder
Zusammenhangskomponente
private int count; // Zahlt die Anzahl der
Zusammenhangskomponenten

public CC(Graph G)
{
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marked = new boolean[G.V()]; // Initialisiert das Array mit
der Anzahl der Knoten 1im Graphen

id = new int[G.V()]; // Dasselbe fir die id-Array

for (int v = 0; v < G.V(); v++) // Durchlduft alle Knoten 1im

Graphen
{
if (!marked[v]) // Wenn der Knoten noch nicht markiert
wurde
{
dfs(G, v); // Fihrt eine Tiefensuche auf diesem Knoten
aus
count++; // Erhoht die Anzahl der
Zusammenhangskomponenten
}
}
}
public 1int count()
{
return count;
}
public 1int id(int v)
{
return id[v];
}
private void dfs(Graph G, int v)
{
marked[v] = true; // Markiert den Knoten als besucht
id[v] = count; // Weist dem Knoten die aktuelle count-ID zu
for (int w : G.adj(v)) // Durchlduft alle Nachbarknoten von v
if (!marked[w]) // Wenn der Nachbarknoten noch nicht
markiert wurde
dfs(G, w); // FUhrt eine Tiefensuche auf diesem Knoten
aus
}

7.9.3 Analyse

Wird abgefragt, ob 2 Knoten verbunden sind, muss lediglich die ID der beiden identisch sein. Die
Laufzeit ist also linear.

Implementierung in Java:

public 1int connected(int v, 1int w)
{ return cc[v] == cc[w]; }
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7.9.4 Starke Zusammenhangskomponente

2 Knoten v und w sind stark zusammenhangend, wenn es einen direkten Pfad von v nach w und einen
direkten Pfad von w nach v gibt. Starker Zusammenhang ist also eine Aquivalenzrelation.

Eine starke Zusammenhangskomponente ist eine maximale Untermenge an stark zusammenhangen-
den Knoten eines Graphens.

5 starke Zusammenhangskomponenten

starke Zusammenhangskomponenten ID (wie berechenbar?)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12
101 1 11 3 4 3 2 2 2 2

7.10 Minimum Spanning Trees (MSTs)

Ein Spanning Tree von einem Graphen G ist ein Subgraph T', der

« verbunden ist,
« azyklischist und
« alle Knoten beinhaltet.

Ein Minimum Spanning Tree ist ein Spanning Tree eines gewichteten Digraphs, dessen Gewicht (also
Summe der Gewichte aller Kanten) kleinstmoglich ist. Zur Vereinfachung nehmen wir an, dass der
Graph verbunden ist und alle Kantengewichte unterschiedlich sind. Daraus folgt, dass der MST existiert
und eindeutig ist.

Schnitteigenschaft: Die Schnitteigenschaft zeigt, welche Kanten Teil eines MSTs sein missen. Ein
Schnitt in einem Graphen ist eine Partition seiner Knoten in zwei Mengen (Beispiel: Rot-markierten
Kanten in Abbildung 16). Eine Querkante verbindet einen Knoten in einer Menge mit einem Knoten
in einer anderen Menge. Die Querkante mit dem kleinsten Gewicht muss Teil des MSTs sein. (Siehe
Abbildung 16.)

Im folgenden Teil werden wir zwei Greedy Algorithmen betrachten: Kruskal’s und Prim’s Algorithmus.
Greedy Algorithmen sind Algorithmen, die an jeder Stelle die lokal optimale Wahl treffen in der Hoffnung,
ein globales Optimum zu finden (heift, das globale Optimum wird nicht garantiert gefunden).

Generell funktionieren Greedy Algorithmen zur Berechnung von MSTs folgendermalen:
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crossing edges separating
gray from white vertices
are drawn in red

minimum-weight crossing edge
must be in the MST

Abbildung 16: Schnitteigenschaft Darstellung
1. Starte mit allen Kanten grau gefarbt.
2. Finde einen Schnitt mit Querkanten, die nicht schwarz sind und farbe die Kante mit geringstem

Gewicht schwarz.
3. Setze fort bis V' — 1 Kanten Schwarz gefarbt sind.

Fir ein Beispiel siehe Abbildung 17.

MST edges
0-2 5-7 6-2 0-7 2-3 1-7 4-5

Abbildung 17: Beispiel eines Greedy MST

7.10.1 Kruskal’s Algorithmus

Kruskal’s Algorithmus sortiert zuerst alle Kanten nach Gewicht (aufsteigend). AnschlieRend wird immer
die kleinste Kante hinzugefligt, die keinen Zyklus bildet, bis V' — 1 Kanten hinzugefiigt wurden.

Um zu Uberpriifen, ob das Hinzufligen einer Kante einen Zyklus erzeugt, nutzen wir die Union-Find
Datenstruktur. Fiir jede Kante des MST werden die beiden Knoten der Kante vereinigt. Damit eine
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Kante Teil des MST ist, mussen die beiden Knoten der Kante nicht Teil der selben Menge innerhalb der
Union-Find Datenstruktur sein.

7.10.1.1 Implementierung Die Implementierungin Java ist wie folgt:

public class KruskalMST {
private Queue<Edge> mst = new Queue<Edge>(); // Queue to store the
MST edges

public KruskalMST(EdgeWeightedGraph G) {
MinPQ<Edge> pq = new MinPQ<Edge>(G.edges()); // Priority queue
to store the graph edges
UF uf = new UF(G.V()); // Union-Find data structure to track
connected components

while (!pqg.isEmpty() && mst.size() < G.V() - 1) {
Edge e = pg.delMin(); // Get the minimum-weight edge from
the priority queue
int v = e.either(), w = e.other(v); // Get the vertices of
the edge

if (luf.connected(v, w)) {
uf.union(v, w); // Union the components of v and w
mst.enqueue(e); // Add the edge to the MST

}

public Iterable<Edge> edges() {
return mst; // Return the MST edges

}

7.10.1.2 Laufzeit Kruskal’s Algorithmus berechnet einen MST in Zeit proportional zu O(E log E).
Die Laufzeiten fir die verschiedenen Operationen sind:

Operation  Haufigkeit Zeit pro Operation

build pq 1 E

delete-min E log &

union \%4 log™ V' (amorized WQUPC)
connected F log™ V' (amorized WQUPC)

(Wiederholung: log* V' < 5)
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7.10.2 Prim’s Algorithmus (lazy)

Prim’s Algorithmus (in der lazy Variante) beginnt mit einem beliebigen Knoten und fligt immer die

kleinste Kante hinzu, die zu einem bereits verbundenen Knoten fiihrt, aber keinen Zyklus bildet. Das

geschieht, bis V' — 1 Kanten hinzugefiigt wurden.

Um die kleinste Kante zu bestimmen, die zu einem bereits verbundenen Knoten fiihrt, verwenden wir

eine Priority Queue. Im “lazy” Prim’s Algorithmus werden Kanten zur Priority Queue hinzugefiigt, selbst

wenn sie spater nicht bendtigt werden, daher die Bezeichnung “lazy”. Wenn durch delete-min die

nachte Kante aus der Priority Queue genommen wird, dann priift der Algorithmus erst, ob die Knoten
der Kante nicht Teil des MSTs sind.

7.10.2.1 Implementierung Die Implementierungin Java ist wie folgt:

public class LazyPrimMST {
private boolean[] marked; // Marked vertices
private Queue<Edge> mst; // Minimum spanning tree
private MinPQ<Edge> pq; // Priority queue for edges

public LazyPrimMST (EdgeWeightedGraph G) {

}

Pg = new MinPQ<Edge>();
mst = new Queue<Edge>();
marked = new boolean[G.V()];

visit(G, @); // Start from vertex 0

while (!pq.isEmpty()) {
Edge e = pqg.delMin(); // Get the minimum-weight edge from
the priority queue

int v = e.either(), w = e.other(v); // Get the vertices of
the edge

if (marked[v] && marked[w]) continue; // Skip if redundant
edge

mst.enqueue(e); // Add the edge to the MST

if (!marked[v]) visit(G, v); // Visit vertex v
if (!marked[w]) visit(G, w); // Visit vertex w

private void visit(EdgeWeightedGraph G, int v) {

// Mark vertex v and add to pg all edges from v to unmarked
vertices

marked[v] = true;

for (Edge e : G.adj(v))
if (!marked[e.other(v)]) pq.insert(e);
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}

public Iterable<Edge> edges() {
return mst;

}

7.10.2.2 Laufzeit Prim’s Algorithmus berechnet einen MST in Zeit proportional zu O(E'log E). Die
Laufzeiten fiir die verschiedenen Operationen sind:

Operation Haufigkeit Zeit pro Operation

insert E log £
del-min E log B

7.10.3 Prim’s Algorithmus (eager)

Im Gegensatz zur “lazy” Variante fiihrt Prim’s “eager” Algorithmus zusatzliche Arbeit aus, um sicher-
zustellen, dass nicht bendtigte Kanten nicht in der Priority Queue bleiben. Genauer gesagt wollen
wir Kanten finden, die mit genau einem Endpunkt des MSTs verbunden sind und minimales Gewicht
haben.

Dafiir setzen wir eine indexierte PQ ein, welche aber Knoten halt, die Giber eine Kante mit dem MST
verbunden sind. Die Prioritat der Knoten ist gegeben durch das Gewicht der Kante, die die Knoten mit
dem MST verbinden.

Wenn der nachste Knoten v aus der PQ geholt wird, dann geschieht Folgendes:

+ Flige Kante e = v — w zu dem MST hinzu (w ist Teil des MSTs)
 Finde alle Kantene = v — z und

a. ignoriere, falls x in MST,

b. flige x zu PQ hinzu oder

c. Reduziere die Prioritat von z, falls v — z die kiirzeste Kante ist, um x mit dem MST zu
verbinden.

7.10.3.1 Laufzeit
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PQ Implementierung insert delete-min  decrease-key total

Array 1 1% 1 V2

Binary Heap logV' logV’ logV’ ElogV
d-way Heap dlog,V dlog,V log, V ElogpnV
Fibonacci Heap 1* log V* 1* E+ViegV

*: amortisiert

Kernaussage:

+ Array Implementierung optimal fiir dichte Graphen

+ Binary Heap viel schneller fiir wenig dichte Graphen

+ 4-way Heap lohnend fiir Performance kritische Situation

«+ Fibonacci Heap optimal in der Theorie; Implementierung lohnt sich aber nicht

7.11 Shortest Path (Kiirzester Pfad)

Der kirzeste Pfad ist ein fundamentales Konzept in der Theorie der Graphen und findet Anwendung in
vielen Bereichen, von Netzwerk-Routing bis hin zu Transportlogistik und Navigation. Es handelt sich
dabei um die Suche nach dem Pfad mit der geringsten Gesamtgewichtung zwischen zwei Knoten in
einem gewichteten Graphen.

Flr einen optimalen SPT (Shortest Path Tree) eines gewichteten Digraphs G von dem Knoten s aus,
muss gelten:

e distTo[s] =0
+ Firjeden Knoten v, ist distTo[v] die Lange eines Pfades von s nach v
+ Firjede Kantee = v — w, muss geltendistTo[w] <distTo[v] + e.weight()

Die Berechnung eines optimalen SPTs funktioniert wie folgt:

1. InitialisieredistTo[s]=0und distTo[v]=oo fiir alle anderen Knoten v.
2. Wiederhole bis Optimilitatsbedingung erfiillt ist: Relaxiere eine Kante.

In den folgenden Abschnitten werden wir uns mit 2 Algorithmen befassen, die bestimmen welche
Kanten relaxiert werden.

Bei gewichteten DAGs (Directed Acyclic Graphs = gerichtete azyklische Graphen) gibt es eine leichtere
Methode, um ein optimalen SPT zu bestimmen (siehe Beispiel: Abbildung 18):
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+ Betrachte alle Knoten in topologischer Reihenfolge (z.B. von Knoten 0 bis x)
+ Relaxiere alle Kanten, die von den Knoten weg zeigen

® ()

s 0 1 4 7 5 2 3 6

v distTe[] edgeTel]
4] 0.0 =

1 5.0 0=l

2 14.0 532

3 17.0 23

4 8.0 O—d

5 13.0 45

& 25.0 256

T 8.0 07

®

Shortest-Paths Tree von Knoten s

Abbildung 18: Beispiel SPT eines DAGs

Topologische Sortieralgorithmen funktionieren auch mit negativen Kantengewichten. Dies kdnnen
wir nutzen, um den langsten Pfad eines DAGs zu finden:

1. Negiere alle Gewichte
2. Finde den kirzesten Pfad
3. Negiere Gewichte im Ergebnis

7.11.1 Implementierung

Hier ist eine Java-Implementierung fiir den kiirzesten Pfad, die auf dem Konzept der kanten-
gewichteten Graphen (EdgeWeightedDigraph) basiert.

public class ShortestPath {
private EdgeWeightedDigraph Gj;
private 1int s;
private double[] distTo;
private DirectedEdge[] edgeTo;

public ShortestPath(EdgeWeightedDigraph G, int s) {
this.G = G;
this.s = s;
// Initialize distTo and edgeTo arrays

}

public double distTo(int v) {
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return distTo[v];

}

public Iterable<DirectedEdge> pathTo(int v) {
Stack<DirectedEdge> path = new Stack<DirectedEdge>();
for (DirectedEdge e = edgeTo[v]; e != null; e = edgeTo[e.from()
1 {
path.push(e);
}
return path;

}

public boolean hasPathTo(int v) {
// Check if v has a path to s

}
private void relax(DirectedEdge e)
{
int v = e.from(), w = e.to();
if (distTo[w] > distTo[v] + e.weight())
{
distTo[w] = distTo[v] + e.weight();
edgeTo[w] = e;
}
}

}
Die Klasse ShortestPath enthalt folgende Datenfelder und Methoden:

+ G: Ein kanten-gewichteter Digraph.

s: Der Startknoten.

distTo: Ein Array, das die kiirzesten Entfernungen zu allen Knoten vom Startknoten aus spei-
chert.

edgeTo: Ein Array, das den kiirzesten Pfad zu jedem Knoten vom Startknoten aus speichert.
Die Klasse enthalt folgende Methoden:

« ShortestPath(EdgeWeightedDigraph G, int s):Der Konstruktor der Klasse, der
den Graphen G und den Startknoten s initialisiert. Die Arrays distTo und edgeTo werden
ebenfalls initialisiert.

« distTo(int v):Gibt die kiirzeste Entfernung vom Startknoten s zum Knoten v zuriick.

« pathTo(int v):Gibt den kiirzesten Pfad vom Startknoten s zum Knoten v zuriick. Dies wird
erreicht, indem der Pfad riickwarts durch das Array edgeTo verfolgt wird.

« hasPathTo(dint v):Uberprift, ob es einen Pfad vom Startknoten s zum Knoten v gibt.

« relax(DirectedEdge e):Entspannt die Kanten, indem sie das Gewicht der Kante und das
aktuelle distTo des Zielknotens vergleicht. Wenn der neue Pfad kiirzer ist, wird er aktualisiert.
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7.11.2 Dijkstra’s Algorithmus

Dijkstra’s Algorithmus ist einer der bekanntesten Algorithmen zur Losung des kiirzesten Pfadproblems
in einem gewichteten Graphen, in dem alle Kanten positive Gewichte haben. Der Algorithmus wurde
1959 vom niederlandischen Computerwissenschaftler Edsger W. Dijkstra entwickelt.

Der Algorithmus funktioniert wie folgt:

1. Setze die kiirzeste bekannte Distanz zu jedem Knoten auf unendlich, mit Ausnahme des Start-
knotens, dessen kiirzeste Distanz auf 0 gesetzt wird.

2. Setze den Startknoten als aktuellen Knoten.

3. Firden aktuellen Knoten betrachte alle seine ungepriiften Nachbarn und berechne ihre potenzi-
ellen Distanzen durch den aktuellen Knoten. Vergleiche die neu berechnete potenzielle Distanz
mit der aktuellen zugewiesenen und speichere die kleinste Distanz.

4. Sobald alle Nachbarn des aktuellen Knotens gepriift wurden, markiere den Knoten als gepriift.
Ein gepriifter Knoten wird nicht erneut geprift.

5. Wenn der Zielknoten gepriift wurde, stoppt der Algorithmus und der Pfad kann bestimmt werden.

6. Wenn nicht, wahle den ungepriiften Knoten, der die geringste Distanz hat, als den nachsten
Knoten und wiederhole den Algorithmus ab Schritt 3.

Fiir ein Beispiel, siehe Abbildung 2?

7.11.2.1 Implementierung Die Implementierungin Java ist wie folgt:

public class DijkstraSP {
private double[] distTo;
private DirectedEdge[] edgeTo;
private IndexMinPQ<Double> pq;

public DijkstraSP(EdgeWeightedDigraph G, int s) {
distTo = new double[G.V()];
edgeTo = new DirectedEdge[G.V()];

for (int v = 0; v < G.V(); v++)
distTo[v] = Double.POSITIVE_INFINITY;
distTo[s] = 0.0;

pg = new IndexMinPQ<Double>(G.V());
pg.insert(s, distTo[s]);
while (!pq.isEmpty()) {
int v = pg.delMin();
for (DirectedEdge e : G.adj(v))
relax(e);
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Abbildung 19: Dijkstra Algorithmus Beispiel

private void relax(DirectedEdge e) {
int v = e.from(), w = e.to();
if (distTo[w] > distTo[v] + e.weight()) {
distTo[w] distTo[v] + e.weight();
edgeTo[w] = e;
if (pg.contains(w)) pq.decreaseKey(w, distTo[w]);
else pg.insert(w, distTo[w]);

}

public double distTo(int v) {
return distTo[v];

}

public boolean hasPathTo(int v) {
return distTo[v] < Double.POSITIVE_INFINITY;

}

public Iterable<DirectedEdge> pathTo(int v) {
if (!hasPathTo(v)) return null;
Stack<DirectedEdge> path = new Stack<DirectedEdge>();

for (DirectedEdge e = edgeTo[v]; e != null; e = edgeTo[e.from()

1)
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path.push(e);
return path;

7.11.2.2 Laufzeit

PQ Implementierung insert delete-min  decrease-key total

Array 1 1% 1 V2

Binary Heap log V log V log V ElogV
d-way Heap dlog; V' dlog; V log, V EloggnyV
Fibonacci Heap 1* log V* 1* E+ViegV

*: amortisiert

Kernaussage:

+ Array Implementierung optimal fiir dichte Graphen

+ Binary Heap viel schneller fiir wenig dichte Graphen

+ 4-way Heap lohnend fiir Performance kritische Situation

« Fibonacci Heap optimal in der Theorie; Implementierung lohnt sich aber nicht

7.11.3 Bellman-Ford Algorithmus

Dijkstra’s Algorithmus funktioniert nicht mit negativen Gewichten. Es ist auflerdem nicht moglich alle
Gewichte um z zu erh6hen, um negative Gewichte zu entfernen. Es muss also ein anderer Algorithmus
her.

Der Bellman-Ford Algorithmus funktioniert wie folgt:

1. InitialisieredistTo[s]=0und distTo[v]=oo fir alle anderen Knoten.
2. Wiederhole V' — 1 mal: Relaxiere jede Kante.

Der Code sieht also so aus:

for (int i = 0; i < G.V() - 1; 1i++)
for (int v = 0; v < G.V(); v++)
for (DirectedEdge e : G.adj(v))
relax(e);
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Der Algorithmus hat eine Laufzeit proportional zu O(E - V).

Eine Verbesserung ist eine Queue zu erstellen, die alle Knoten beinhaltet, dessen distTo sich veran-

dert hat. Der Worst-Case andert sich dadurch zwar nicht, aber in der Praxis ist die Performance deutlich

besser.

Bellman-Ford ist zwar in der Lage mit negativen Gewichten zu rechnen, aber nicht mit negativen Zyklen

(ein Zyklus, dessen Summe der Gewichte der Kanten negativ ist). Der Algorithmus kann aber genutzt

werden, um negative Zyklen zu erkennen.

7.11.3.1 Implementierung Die Implementierungin Java ist wie folgt:

public class BellmanFordSP {
private double[] distTo;
private DirectedEdge[] edgeTo;
private boolean[] onQ;
private Queue<Integer> queue;

public BellmanFordSP(EdgeWeightedDigraph G, int s) {

int V = G.V();
distTo = new double[V];
edgeTo = new DirectedEdge[V];

onQ = new boolean[V];
queue = new LinkedList<>();

for (int v = 0; v < Vj; v++)
distTo[v] =

distTo[s] = 0.0;
queue.offer(s);
onQ[s] = true;

while (!queue.isEmpty()) {
int v = queue.poll();
onQ[v] = false;

for (DirectedEdge e : G.

relax(e);

}

private void relax(DirectedEdge
int v = e.from();
int w = e.to();

if (distTo[w] >
distTo[w]
edgeTo[w]

distTo[v] +
distTo[v] +
€;

Double.POSITIVE_INFINITY;

adj(v))

e.weight()) {
e.weight();
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if (lonQ[w]) {
queue.offer (w);
onQ[w] = true;

7.11.4 Zusammenfassung der Algorithmen

Algorithmus Einschrinkung Typischer Fall Worst-Case Extraplatz
keine gerichteten
Topologische Sortierung E+V E+V N
Zyklen
Dijkstra keine negativen
ElogV ElogV v
(Binary Heap) Gewichte
Bellman-Ford EV EV v
keine negativen
Bellman-Ford Zyklen
E+V EV v
(basieren auf Queue)

Abbildung 20: Kosten der Algorithmen zur Bestimmung des SP

7.12 Herausforderungen
7.12.1 Ist ein Graph bipartit?

Problem: Ein Graph ist bipartit, wenn die Knoten in zwei disjunkte Mengen aufgeteilt werden kénnen,
so dass jede Kante des Graphen Knoten aus unterschiedlichen Mengen verbindet.

Schwierigkeit: Mittel. Das Problem kann in linearer Zeit (O(V+E)) gelost werden.

Losungsalgorithmus: Eine Methode zur Uberpriifung, ob ein Graph bipartit ist oder nicht, ist die
Verwendung einer modifizierten Breitensuche (Breadth-First Search, BFS).

Wahle einen zufalligen Knoten aus und weise ihm eine Farbe zu (z.B. “rot”).
Farbe alle seine Nachbarn mit der anderen Farbe (z.B. “blau”).
Wiederhole den Prozess fiir alle unbesuchten Knoten und wechsle dabei immer die Farben.

> wnh

Wenn du wahrend des Farbungsprozesses auf einen Knoten triffst, der bereits die gleiche Farbe
wie der aktuelle Knoten hat, dann ist der Graph nicht bipartit.
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7.12.2 Finde einen Zyklus

Problem: Ein Zyklus in einem Graphen ist ein Pfad, der mit demselben Knoten beginnt und endet.

Schwierigkeit: Mittel. Ahnlich wie das vorherige Problem kann auch dieses in linearer Zeit (O(V+E))
gelost werden.

Losungsalgorithmus: Ein Zyklus kann durch eine Tiefensuche (Depth-First Search, DFS) gefunden
werden.

1. Starte die DFS von jedem noch nicht besuchten Knoten.

2. Wahrend der DFS, wenn du einen bereits besuchten Knoten erreichst, der nicht der direkte
Vorganger ist, hast du einen Zyklus gefunden.

3. Merke dir den Pfad, der zum Zyklus fiihrt, indem du die Vorganger der Knoten speicherst.

7.12.3 Finde einen Zyklus, der jede Kante genau einmal verwendet (Euler Tour)

Problem: Ein Euler-Zyklus in einem Graphen ist ein Pfad, der jede Kante genau einmal verwendet und
zum Ausgangspunkt zurtickkehrt. Ein Graph enthalt einen Euler-Zyklus, wenn er zusammenhangend
ist und alle seine Knoten einen geraden Grad haben.

Schwierigkeit: Mittel. Das Problem kann in linearer Zeit in Bezug auf die Anzahl der Kanten (O(E))
gelost werden.

Losungsalgorithmus: Eine Methode zum Finden eines Euler-Zyklus ist der Fleury-Algorithmus.

1. Wahle einen zufalligen Knoten als Startpunkt.

2. Folge den Kanten und entferne sie, wenn du sie durchlaufst.

3. Wahle immer eine Kante, die keine Briicke ist (es sei denn, es gibt keine andere Wahl). Eine Briicke
ist eine Kante, deren Entfernung den Graphen in zwei nicht verbundene Teile teilt (= eine Kante
ist eine Briicke, wenn sie nicht Teil eines Zyklus ist).

4. Wiederhole diesen Prozess, bis alle Kanten besucht wurden.

7.12.4 Finde einen Zyklus, der jeden Knoten genau einmal besucht (Hamilton Tour)

Problem: Ein Hamilton-Zyklus in einem Graphen ist ein Pfad, der jeden Knoten genau einmal besucht
und zum Ausgangspunkt zurtickkehrt. Im Gegensatz zum Euler-Zyklus gibt es fiir das Hamilton-Zyklus-
Problem keinen effizienten Algorithmus, da es zu den NP-vollstandigen Problemen gehort.

Schwierigkeit: Hoch. Das Problem ist NP-vollstandig.

Losungsalgorithmus: Es gibt verschiedene Algorithmen zur Lésung dieses Problems, wie den
Backtracking-Algorithmus.
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1. Wahle einen beliebigen Knoten als Startpunkt.

2. Besuche einen benachbarten Knoten, wenn dieser noch nicht besucht wurde.

3. Wiederhole diesen Prozess, bis entweder alle Knoten besucht wurden und du zum Ausgangspunkt
zurlickkehren kannst (in diesem Fall hast du einen Hamilton-Zyklus gefunden) oder es keinen
benachbarten Knoten mehr gibt, den du besuchen kannst (in diesem Fall geh zuriick und versuche
eine andere Route).

7.12.5 Uberpriife, ob bei 2 Graphen ein Isomorphismus vorliegt

Problem: Zwei Graphen sind isomorph, wenn sie die gleiche Struktur haben, d.h. es gibt eine eindeutige
Zuordnung (Bijektion) der Knoten des einen Graphen zu den Knoten des anderen Graphen, so dass die
Verbindungen zwischen den Knoten erhalten bleiben.

Schwierigkeit: Hoch. Das Graph-Isomorphie-Problem ist ein bekanntes offenes Problem in der Infor-
matik und es ist bisher nicht bekannt, ob es in Polynomialzeit [6sbar ist oder nicht.

Losungsalgorithmus: Es gibt verschiedene Algorithmen zur Losung dieses Problems, aber keiner
davon ist effizient flir alle Graphen. Ein gangiger Algorithmus ist der VF2 (Vento-Foggia) Algorithmus,
der auf einer heuristischen Suche basiert.

7.12.6 Ordne einen Graphen in der Ebene so an, dass sich keine Kanten kreuzen

Problem:: Ein planarer Graph ist ein Graph, der so auf der Ebene gezeichnet werden kann, dass sich
keine Kanten kreuzen. Das Problem besteht darin, zu priifen, ob ein gegebener Graph planar ist und
gegebenenfalls eine solche Anordnung zu finden.

Schwierigkeit: Mittel bis hoch, abhangig von der Komplexitat des Graphen. Die Planaritatsprifung
kannin linearer Zeit (O(V+E)) durchgefiihrt werden, aber die Erstellung einer planaren Einbettung kann
schwieriger sein.
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